NOTAS PARA EL CURSO DE
METODOS MATEMATICOS.
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Definicion. Una funcion f(x) es periddica si existe una constanie positiva 7" > 0 tal que
flz+T)= f(z) ey
para cualquier  en el dominio de definicién de f{z).

El niimero positivo 7" se llama periodo de f{x). Las funciones periddicas son comunes en los problemas de
la fisica y Ia ingenieria.

Las funciones periodicas mas comunes son las trigonomeétricas sen x, cosa, tan i, efc.

Una funcién formada por la suma, resta, producto o cociente entre dos funciones de periodo 77 también
es una funcién periodica con periodo T La grifica de una funcién periodica se define mediante 1a repeticion

periédica de si grifica en cualquier intervalo de longitud 1
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Una propicdad importante de cualquier funcién f(:c} con periodo 1" es Ia siguiente:
Si f(x) es integrable en cualquier intervalo de longitud 7', entonces es integrable en cualquier otro intervalo

de la misma longitud, y el valor de la integral es el mismo

a+T BT

[ f(w)de = },! flx)dz




Este resultado lo podemos obtener de las propiedades de la integral

a+T b 2T
/ flxyde = / fla)de + . / Flz)de
& a b
b b Gt T
= [ f()de + b/ s i Fla)ds

a-T

BT b ‘
Fleyde + f fla)de + flx)dx
bf a/ hl/;

Observemos que el Gltimo sumando puede expresarse de ia siguiente manera:

Sea
y=r—T = dy=dx
ylobTY=b+T—T=>b yla+T=a+T-T=n
Entonces
a+T @ a a b.
/ fla)de = / fly+ Ty = ]f{y)dy = /f{:z:}da; = _,/ f{2)de
BT b b b 4
Y asi oblenemos
b-i—:.]" b T o !:‘
/ flaoydr = f Slx)de + / flae)yde — / f{x)dx
a b B a

T
= [ f(x)dx
b

$i T es un periodo de la funcién f(z). entonces los mimeros 277, 3T, 47", ... también son periodos

fl@) = fla+T) = fla+2T) = flo+37) = flz +4T) = -
También son validas las signientes igualdades

f@y=fla-~Ty=flz -2 = flz =3 = flz —4T) = - --
Y se pueden obtener aplicando repetidamente 1a definicion (1). Entonces. si 7" es un periodo, también lo es

nT , donde n es un nimero entero positivo, esto es, si existe un periodo, éste no es dnico. En general f(z) =

flw 4+ nT).



Como ejemplo, grafiquemos las siguientes funciones trigonométricas de periodo minimo 27
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Yy = sendr

Definicién: Se dice que la funcion g(:x) es par si
g(—=z} = g(x)

para toda x.

La grifica de una funcién tal es simétrica con respecto al eje y. Ejernplos de funciones pares son cosx, @7,
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Definicion: Se dice que una funcion h{x} es impar si

A(—z) = —h(x)
para toda .
La grafica de una funcién impar desde — L hasta cero es Ia reflexion sobre el eje i y después sobre el gje
de la graficade cero a L.

Ejemplos de funciones impares son sen x. x, z°, elc,
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La mayoria de las funciones no son pares ni impares. Por ejemplo, ¢* y % — 2 no son pares ni impares. Sin
embargo, ¢l producto de dos funciones pares o impares es par y el producto de una funcién par y una impar es

impar. Se cumple que:

1. Sih{—x) = —h{x) ¥ ¢(—x) = —gy(z), entonces
h{—)g(—=) = he)g(x)
2. 8i f(—x) = f(z) y u{—n) = w{x), entonces
f(—)u(—) = f(@)ula)
3. Sih{~z) = ~h{x)y f(~z) = f(2), entoncesh{—z) f(—x) = —f{x}g{x)
h{—ax) f(—z) = —f{x)g{x)

Si f(x) es una funcion par, entonces

7 T
[ fla)de =2 [ f(x)dx
7 0
) T 9 T
/ flx)de = / Fla)ydr + / flx)dax
e G il
9
Para [ f{z)dx tencmos: seay = —2;  dy = —dx
-
y(-T) =T  y{0)=0
es decir

Q ] ({ T
ff(-’fﬂfirr:/f(—:u){—dy) = m/ fly)dy = /.f(y)dy
T T o

~T



entonces

T T T
[ 1@ = [ s [ ra
- i 0
T 7
/ fla)de = 2/ flx)dx
- 0
Si h{x) es una funcion impar, tenemos
T
[ A(x)dr =0
e
| T 0 T
/ h{x)de = / h(x)dz + / h{z)dx
s 2 o
0
Para [ h(z)de tenemos: seay = —x;  dy = —dz
o
y{~T)=T gy =0
es decir
0 0 0 T
/ hlw)das = [ we)(—) = = [ b= = [ o)) = = [ niwi
S T T T o
entonces

T 0 T
/h{u:)da;m ffl(.’l’i)d.’l’,‘—]h(.’l))(i’f)
o T 0

+
/ hz)de =0
-7

Estaremos trabajando con el siguiente sistema trigonométrico basico

1, cosx, senx, cos 2x, sen 2z, cosdz, sen 3z, cosdx, sendm, ... costu, sennx, ...

(2}

Todas estas funciones tienen el periodo 27 (sin embargo cosnr ¥ sen nx tienen el periodo méas pequefio

igual a %)



Las siguientes integrales trigonométricas referentes al sistema (2) son importantes y aparecen con frecuencia

en el estudio de las series y Ia tansformada de Fourier

™

f cosnawde = 0

L]

4

sennede = 0

2y S—

; 1
/ cos? nrzde = w 5 (1 + cos2nx)
—ar
ki
. 1 ,
sen “nrdy = 7 3 (1 ~ cos 2nx)
—T
"
cosnr cosnady = 0 nE M
, i . ,
cosacos i = 5 lcos{ar + 8) + cos{a — 5]
.
/ senesenmedr = 0 T
—a
. I : i
senarsen i = 3 leos(a — B) ~ cos{ex + 3)]
"
j cosnasennrdr = 0
i 1 . .
senacosd = 5 fsen{ee + ) + sen(a — 5)]

De lo anterior decimos que la integral sobre el intervalo [, 7] del producto de cualesquiera dos diferentes
funciones del sistema (2} es cero.

Definicidn: Diremos que dos funciones «w(z) y W{x) son ortogonales en el intervalo [a,b] si

b
Jux) ¥ x)dx=0 (3)

@

Conesta definicion, podemos decir que fas funciones def sistema (2) son ortogonales en el intervalo [—, 7).

o mis simplementie que el sistema (3) es ortogonal sobre [—, 7).



Puesto que la integral de una funcidn periddica es la misma sobre cualquier intervalo de longitud igual al
penado, tenemos que las integrales antes calculadas son vilidas no solamente en [—, #| sino también sobre
cualquier intervalo de longitud 27; {a, a -+ 27} y por consiguiente ¢l sistema (2) es ortogonal sobre cualquier

intervalo,

Supongamos que f{x) es una funcidn periodica con periodo 27, la cnal puede representarse mediante una serie

trigonométrica
g
XY = e (L, COS L+ b, senny
flay= 3+ (an + b, )
- n=1
La determinacién de ag se Heva acabo integrando dicha expresidn en un periodo [—w, @]
X p
73" ks a o
/ Flx)de = [ ~3{l + Z(an cos T + by setina) | de
S i - n=x]

T ™ e
. . 3
= / %dﬁ: . / Z Oy, cosneds -+ . / Z by, sen nadx
-7 -7 -

intercambiando el orden de la sumatoria y la integral, tenemos

™ k¢ ™
[ flx)de = amr—l—Zan / cosnudr + Zbﬂ / sen node

k2

= [£1)

es decir

ag = + }: f(x)dz

Para obtener a, multiplicamos por cos kz e integramos de —w a7

by
- 7

w s T
/ f{xycoskade = %9 / cos kxdr 4 f (Z an cosn cos ke )dr + / (Z by, sen na cos li;.?:) dr
2 A . .

kit
= E i ] Cos N cos krdy + E b, sen ne cos krdz

= apT



es decir

ap =+ [ f(z)coskadz

T

Y para obtener by,. multiplicamos por sen kz ¢ integramos de -7 a 7

s ko T ™
" 7 ' ‘ .
/ f (:'r:) senkrdr = .—;} / sen kedic + / { E Gy cOs R sen kayde 4+ / (g b,, sen nx sen A::‘U) dx
~F - - Sx -
kg
= E Cly [ cos ne sen krds + E by, sen e sen kady
= bk i
es decir
-
by =+ f(2)sen badr

T

7

Las integrales que nos dan los coeficientes ap, b,. v @, se llaman fonnulas de Euler

T
ay = 1 f S{a)da (Frovwlas de Euler)
il
L
@ = - [ flx)cosnxdr
7

by == f J{a)sen nude

1
w

Dada una funcién periddica f {x} con periodo 27, pueden calcularse los coeficientes o, v b, mediante lag

funciones de Euler v formar la serie trigonomeéirica
ap +ajcosx by 4@y, cosne + by, senne + -

Hamada Serie de Fourier correspondiente a f (x) v sus coeficientes, obtenidos anteriormente, se llaman
coeficientes de Fourderde f {x),

Ejemplo.
1. Hallar los coeficientes de Fourier de la funcion periddica [ () definida por;

—Ksi —wm<ao<t) ‘ "
j'(:z:):{ 1% si()<:1;<; } o +2m) = f(x) K e R



Célculo de los coeficientes:
Enel intervalo [—7, 7} la funcion toma dos valores.

ag = + j[_ fle)yde =1L j}' f(:l:)dat%%ff(:l:)d:}:::i: j! (—K)de + L f Kdx;
- -~ 0 -7

-

ag = & (m) + £ (1) = 0;

v
w Y N

=1 [ fx)cosnwdr =2 | [ (~K)cosnedr + [ K cosnada

—% -7 0
Gy = 0,
by = L [ f(x)sennadr = -£ [ sennadr + £ [ sennwdr;

- —r 0
by = £ cosnr]® ~£ cosnaff = £ 1 — cosn(—7) — cosnr + 1]
by = £ 12— 2cosnr] = 2 (1 — cosna].
Sin = 2m — b, = 0. Sim = 2n - 1, tenemos b,, = L&

y . _ ERY
Por lo tanto bo,..1 = IeTmayr:

_ 4K, -0 _ Ak, . o 4A

by = 2 by = by = 3 by =1; by == T

Entonces, la Serie de Fourjer de f () es

£

1 1
— (sen T 3 sen 3r 4 £ sen by - )

W 5]

Las sumas parciales son;

o AR o e — A (com o 2 L can 2} -
Sy = M gen; Sy = . (senx + § sen3z); ic...

2. Hacer un expansion en series de Fourier de 1a funcion definida en un periodo por

O 0 -1<1<0 .
f(t)_{seni, {)gigfr} =2z

10



£ A : 2 z : :. EI
Calculo de los coeficientes
T 1] E
o= [ f(t)dt = [ Odt+ g [ sentdl = — 5k cost [f= —5= (—1 ~ 1)
wan -7 Q

an =21 [ f(t)cosntdt =L [ sen(nt) cos ntdt = L [—“;ﬁ(g“;'jj)’* g —spink ;g;]
-7 0

evaluando
a __Lf GO et o a2yt 2
on T G Tet1 1 1 n—11 = Ix e ne—1

{ para n impar
1 . n —
B — TR (=) +1] = { —2 . L paranpar } nz# 1.

Hay que calcular aj— -+ c{ sent cos tdl = L2 |5 0,

Luego
sen(n—1)t 15 sen{n+1)t

b = = ] f(t)sen (nt) db = L j sentsen(nt)di = L [ S 18— ey 8] =0
- b

CaICuIando by

ks

o L F o Bpay (1 sendt (R =

by = ;r{ sen®tdt = L [L |7 _%@L 5] = 1.

La funcidn f{t) se expresa como
X2

fiy=1+ zZz~% s et cOS T + 5 SO para n par
n=

Escribiendo al gunos témlinos

flty= 2 =43 Lsent -2 [% cos 20 % cos4i 4 —5-}—,; cos Bt + ]

Ejercicios: Encuentra los coeficientes de Fourier de 1as signientes funciones

tsi—f<e<s
N — — 2 o2
Lo f(x) {wls::§<m<%ﬂ}

) 1510 <2<
2. flo)= {()51 <:L<'3’7r}

—~18l - F <z<0
3. fla) = 1Si0<1:<§
Osi § <<

11



Consideremos la expansion f(x) = H (senx + § sen 3z -+ £ senda + - - -} que se encontrd en el primer

ejemplo. Mostremos las graficas de algunos términos de la serie (fomando 4k/7 = 1)

? 1) f(z) =senx
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2) f(z) =senz + 3 sen3u
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LEE 5
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3) f(x) = sena 4 4 sen 3 + & sen 5
{ ", . o
AN o i
S
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) -2 1 ! 7
'g’ 23] .
i i
: 841
:
i 25
Y R - i
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4) f(x) =senx + % sen3z + L sen 52 + & sen Ta
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Seguramente va ba surgido la pregunta ; Todas las funciones pueden ser expandidas en series de Fourier?, las

condiciones que una funcién f {x) debe cumplir para poder ser representada por una Serie de Fourier reciben

el nombre de condiciones de Dirichlet.

Antes de escribir tales condiciones. recordaremos lo que se entiende por funcién continua por tramos o

seccionalmente confinua.

i3



Py

Si f () es una funcién continua cn todos los puntos de un intervalo acotado a < a

Definicidon:
exceplo posiblemente para cada uno de los clementos de algiin conjunto finito de puntos a, ;. 23
R I DS S L

o1 < @ < b, tal que para cada subintervalo ¢ <

-

dondea < <oy, 2y Lo my, .
(z} es continua y tiene limite finito cuando x tiende hacia cualquicra de los puntos

Tpoy S m L bf

extremos del intervalo de subdivision, desde el inferior, se dice que f () es una funcin continua por tramos o

seccionalmente continua.
i n T (a7, flay), flad f(b7), donde

Debemos recalcar que es necesario que existan los limites laterales [ (

f{zg) es el limite lateral por la derecha

f(25) = bm [ (@ + )

v [ {z5) es el limite lateral por la izquierda

fzg)= Jim f (o — h)

Por gjemplo:
Una funcién f (2} es continua por tramos. si ¢s continua en el intervalo abierto ¢ < @ < b, sinembargo, no

es seccionalmente continua, si f (e™) o f (&7} no existe
La integral de una funcién seccionalmente continua s fa suma de las integrales sobre los asubintervalos
b

‘f(i"){"h + - [ fa)da

/f d:z,m/f Z)det |

Las anteriores consideraciones nos permiten escriblr las condiciones de Dirichlet que debe cumplir una

funcién f () para poder ser representada por una serie de Fourier.

Las condiciones de Dirichlet son:
1. Lafuncién f (2) es continua por tramos o seccionalinente contimia

2. Laintegral def valor absoluto de f () enun penodo se limita, es decir

[f (@)ide € oo

'\"E"'.’\"‘*ﬁnah
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En un punto de discontinuidad, la serie de Fourier converge a § [ (a5) + f (a7)]

Si f(t) es una funcién periédica dependiente del tiempo. con periodo 1. llamaremos 2% la frecuencia

fundamental wy del sistema expresada en radianes por unidad de tiempo.

Su representacion en serie de Fourier es Ja siguiente

.
f{t)= ")9 Z [y, cos nwol + by, sen nwot]
fam]

Para expresar esta funcion de periodo arbitrario 7' a partir de la funcion f (x) con periodo 27 que hemos

estado manejando, efectuamos el cambio de variable

vo= Timug = t=gm i(n)= Siem =3
rray . o - 08 1T - b S - i,._zﬁd'f
=) = 5 + ugl [n cosna + by, sen nx dv =z dl
o
@ = %9 + z [ cos twol + by sen nwot]
n=1

y los coeficientes ag, 6, vV b, toman la siguiente forma

z z
) 2w 2 ]
ag = i/f(:::)da::lff(t)—;—;dtm: / Fitydt
T w T .
= 3 :
o ! TThf('L) osnadz = - /f(t)(osnw tz dt
= — [ f(z)cosnzdr = — ot
(! 7 . Jcos T 0 T
— 7
%
2 bn
= 5—/ f {4} cos nwoldt
-%
z T
b L f(z) sennrdz L] f(t)eosnw iz dt
= - T)sennrdr = —
n - ny - s ol
- E

]

u;-‘gk"'-\wﬁ “i‘i\

f {1} sen nuwoldl

w3



Observemos ¢l siguiente hecho que nos servird en el calculo de los coeficientes de Fouriery que nos facilitara
et frabajo.

Si f(z) es par, entonces el producto f(¢) cosnwot ¢s una funcion par y el producto f(t) sennwoit es una

funcion impar, entonces de las propiedades que ya vimos para las integrales en limites simétricos de funciones

pares € HUpAares s¢ liene que

T -
. j F ) coswotdt = 2 j f{z)coswetdty [ f(x)senwotdt =0
=T S

concluimes que si una funcidn es par en su expansion no hay coeficientes b,,.

oG
i F{t) =45+ 3 aycosnwol |

n=0

Andlogamente si f(x) es impar entonces el producto f(#) cosnwpt es una funcion impar ¥ el producto
F(t}sen nwet es una funcion par enlonces
T
j f{x) coswytdt =0y f I {z)senwoldt = 2 [ f () sen wotdt
B D

para una funcidn impar la expansion en series de Fourier no contiene coeficientes @,

o0
F{)= 3 bysennwet L

n=1

Ejemplos;

0 —2<t<—1
Lo fill) = 1 —1<t<l flt+4) = f(t)
0 1<
Esta funcién es par por lo tanto los cocfientes by, = 0.

4

ag = "i-lz Sty = }—L ']1 dl = i—f, L= % = %;

2. 2 \nw

2 1
= 2 [ f(t)eos 22Ebdt =} f cos 2dr = § (&) sent Bt |L= 1 (sr:fnt“.’; sent i) 'w}) ;
22

v como sen{-x)= -senx, entonces

. () para n par
Ay = sent i = 2 B :
I —— prim para i unpar

ki

La serie asociada a f;(¢) = 4 + 2 Z L sent B cos 2L,
=1

Escribiendo algunos términos
ity =1+ 2 cosZt— Leos 31+ Leos o Loos i+ ..

2 folty =t — 1 < t < 1:Esta funcidn es impat con periodo L = 2.
Los coeficientes ag v a,, son cero,

16



1 3
= 2 } f(t)sen zm"df = ff.s{"n na ) tdf = (—w" LA L ———*—““5”'”) L,

- 2 {(nw)* nT
= 1 L — 2 eos T = e (1)
b, = — cosnm — -L cos (—nw) = —E cosnm = = (~1)".

i Por l.anto

oo nt
HOSD iinu.sen {nm)t;

n=1

f(t)=-2 {senmt + Lsen2at — fsendut + fsendmt + ..
I faty=t+1, si-2<t<2ytalque f{i+4)=f(1)

Esta funcién no presenta simetria por tanto hay que calcular los coeficientes @y, y by,

2 2 2 P
do=k [I@d=1 ] ¢+ na=t(§+) PomiEr2-d+2 =L

2 2 2
tn=2 [ f{t)cos 2Eat = L  (t+1)cos 2l = § [ teos 2Pl + 3 f cos “ZLdt;
-2 - Zg
1 |ees BEE trantiiy 2 4 ('0""""'—“(2) ‘»O“M(' 2)
On = 5 [ %ﬂmz; + == } |2 Z-F,I——,,{)s(n”"t [Zo= 3 [ o — ={.
, 2 2
' by =2 [ f(t)sen®Etdr =4 [ (t+1) sen®Fdl =} ] tsen®Zidl -+ § f sen™Etdt;
2 2
la segunda integral es cero, asi
b o= 4 sen R toos BEL Y 49 3 2cosnm Zeos(-mw}| 1 deosnE | .
Pty = 3 (__1) - X ;,2-"-" 7| = —_ % =5 ""‘““““’“'““"“"uf;_ N
2 1
bo = 4o temsnr] == ()" = 5 ()7

Fe) = 1+ Z —~—)———] - sentri

[EEC

fty=1+ ;1 (scn Ft— szsnm’ + 3 b("]l-—— + )

Ejercicios: Encontrar la serie de Fourier de las siguientes funciones:

0 —2<i< 1
[ = I —-1<t<l T =4
0 1<t<2

-1 —1<t<0
£ { —_ —— ¥
N”_{ % 0<i<] } I=2

f{t)y=senmt (O<t<l) T'=]

Puesto que la serie de Fourier estd expresada en (érminos de la base trigonomeétrica

1. coswpl, senwyt, cos 2wet. sen 2wl ..

17



y de acuerdo con la formula de Euler
gtwel = cognt 4 i sen wob

podemos expresar tanto el sen wot como el cos wet en forma compleja de la siguiente forma

}" Lwal  irptnd
costwpl = E (Bmuo. +e m.d(})
SEN Mgl = % ((_?in:uoz, + G—ifiwﬁﬁ) — __é (ﬁi'uwof, e fqz.;‘;oi,)
?
¥ enfonces
1, i . i -
(g, COS Mgl 4+ by, sen ot = ”‘?172_ (f..:mu«nt +e nmot) . bnﬁ ((:fm‘“u“t' te mmot)
i . . 1 ) .
= 3 (a — iby) £ + 3 (1 4 by ) €70t
Lamando
- 1 .
I (ﬂ% - ?'bn)
. 1 i
Con = 3 {ay -+ iby)
{enemos
@y cosnwol + by sennwgl = Coe?™0 1 O e inwpl
{1 %o - v ainwgl - v ~inwgl
f ('ﬁ) = 'Tz" T Z Che + Z ot
nw=l =1
o -
a ) .
[ = O3 Cet S Gt
{ e o —
a 8i s = 4ap tenemos
Sl .
. - .
)= 3 e
N=oo
® = l ((i‘ —1ib ) e _l'_ / f(f) Ffi'nwot,di
=N 2 iy gy ) = T X AR A
Sz
X
I . T .
O—'n - :2 (r‘"u -+ ’bb’n) = T f (i’) C’.m“}ﬂt’(iﬁ
M
pi
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y en general

z
Cpn=% J; ftye mwoldi | param = 0,41,£2 ..

Para fuinciones complejas, el concepto de ortogonalidad puede ser modificado. Las funciones complejas « (1)

y ¥ (¢) son ortogonales en el intervalo @ < £ < bsi
2]

/u(é)w( £)dt = 0

[

Demostrar que el conjunto de funciones complejas de la serie de Fourier {e'i"“’“"}, n = 0,%}, %2,
obedece la condicién de ortogonalidad para n # m en el intervalo — g <i < % donde wp = %11

Ejercicios:

Calcular la serie compleja de Fourier para la funcién f (£) definida por:

L f{@)=-gt+f parad <t <Ty [f(t+T)=f(3)
Graficar I(,‘n! VS w

W wE iTq—T

- i ’;[‘1 1 1 x 1 T 1 t 1 ‘I:] i
Cp = T ] ("‘TI'Tt + 72) g WOl gt el f —-—$t€‘.umw“idt + T f 58_“]‘)“?‘(‘11‘,

G Q 0
c: 1 T ~ iruot 4 1 T —inwgt grinEet f 1 grinwgt
‘T _-_’f:'s‘{{te di + aF {]r dt = 7 {(---iv:wg) (i (- mwo ) ]O} + AT (<ining ) |G
e 1 [eTtwer (4 a [erimme” )

C” TR [(——inwa) (‘F (w«inwg)) + {~inwp)? ] T [(-—-fﬂuo) (-»-iﬂ.wg)]

v _ic-a‘rxug‘i" o - g T ] 1 iewenwof L 1
C = T (—inws) + T2~ inwe 1 - inwg}” + 1 2T (—inwo) 2T (~inwo)

e ol o oI s 0w — 2sen 2nw = 1

N I A — 1 1 —_— 1 L
C.ﬂ' - T ( inwo) - T ( in Sl ) = F 0

T

C :%j‘(m* Ddt= s ‘[Z‘r,df,+%j:{t:—?ﬁlﬁ%ig+§?t!{?z—§+%:0
Co=0;C = —5h n#0
R
/ 2 A e 7
ICnl = 507
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Ax
A
T dL‘ T
¥
PO S s T T . T ? T & &
4 {4 4 2 2 1 ] Z
¥
RE
-2
2 f() =4kt S =F(+T)
] T A . ¢ A 7 A prinwot 1 T
v .1 Apg —inw ! e inig e Agp g7 IEON 1
Cn_-p =T b T te 0 d{, = ‘:f;g‘ ‘[{if’ o dj; = '7':% (wi‘u-wu) (T+ ‘i?Lu)o) |0
_ Ag _e—uzuo , ] _ 1 _L‘LLEAznon
c” - T !_{7inw0} (T+ inwu) {wi'nwg‘)] - ’f‘, {—nwn)
g™Vt = cog Inw — sen 2nw = 1
+ o g 1 . v An 1 . £
C” T T {~inwg)’ C" - W;Egn-wg’ o 0

T 2
e L Ay — Ao\ — Ao
Co=7 | Ttd"“ﬁﬁgzit}— T

f(t)_‘:%o‘—i"i Z 5%3%71—0{’71”“"0?
N 60
i st L —inuint
fm=4+45 ¥
e 4]
R \Q'n\
1!“."‘:%»
LR W T | ? T T T T 1‘ A4 4
4 4 2 2 2 5 E

La grafica de la magnitud de fos coeficientes complejos ', vs w se denomina Espectro de Amplitad de la
funcion f (£).

La grafica de ¢,, vs nwy es llamada Espectro de Fase, donde ¢, = tan~! =2

ap
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Por lo tanto las graficas anteriores son los espectros de amplitud y acontinuacién mostraremos los espectros

de fase (tomemos 7" = 15).

Sl

i

o

. 5
t

&
|
wiz

Y]
P

Ejercicio 1
‘Tx\

Ejercicio 2
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2. Transformada de Fourier

2.1. Paso de la serie a la transformada de Fourier.
Si f(t) es periddica con periodo T la representacién en series de Fourier compleja

[&5H
f Z (j mwpl

No=—0G

"
T

donde wq = 2—” v Cy f(tyemwotdy

MHL"“-‘“H

Pero para calcular O, podrmmos utilizar cualquier otra variable

1 P
C’] —_ _7: / f(u)ﬁwinwg-udu

7]

Sustituyendo en la representacion en Series de f(t)

f (u)ﬂminwoudu eiﬂwgt

T

—
T
L
I
[+
st
Ni"l\mli

Si T se hace grande, la cantidad Aw definida por wg = 2% se hace pequena

o 4+ %
f(i)‘—: Z %/I(u)e-—in&mudu ﬁinAthw

xr
2

S5t T — o0; Aw — dw vy los armonicos discretos nwy se convierten en una

variable continua w, nwg = ndAw -+ w y la suma discreta Z se convierte en la

T 0
o0
sima continua [
-0
En el limite:
N
fy={ & ] flw)e ™ duy | e*'dw
“ea =7 — o0



volviendo a la variable { en la integral

1 o0 o0 . o
16 =5 [ | [ re | et

que tlene la forma

ft)=5- ;ﬁ F{w)e ™' dw

) . .
donde F{w) = [ f(t)e *'dt es lamada la Transformada de Fourier.
)
Ejemplo:
L v, —$<itd
Sea f(t) = ’ 2 T,
0, t<—-5,1>3
Caleular la Transformada de Fourier de f(2).
De la definicién de transformada de Fourier para una funcidn se tiene:
o0 .

S} = T Fedl

—

d

2 ; T
S/} = | Veritd = ~ Lot |,
g b3
; ; —iwh el
S} =~ [t~ owd] = [———~ “’""2;"—“5]
S{f(1)} = 2 sen s = 22
w

2 § e
s \":‘—d
Flo) = Vat
o
Fsta fanclon es de la forma y = AXRE
. . - T
St graficamos |F(w)] vs w tendremos

17
i
L

h:E

¥

Iista grafica es continua {recordar |C,,| vs nwy) y es ¢l espectro de amplitud.
Ijercicios:



1. Encontrar la transfromada de Fourier de los pulsos
,ili fl'l .
2 T <t<0
a) filty=¢ 7 .
a) fit) {~§—ﬁ 0<t<T }

a)l{w) = j filtye ™tdt = | a‘-lV—*wde] de iy

T

dt+A -T<t<0
b)fg(t):{ -4+ A 0<t<T

foue]

p
A ng—iwt {1 _ A oiwt

)= 2l tEmlE =20 1 - “’“} — () [ -1
§ Fw) =4 {(ch) 2 @7 +)]
- A

Hw) = & [(—L))( -~ 2eoswT )] = 4. (Miw) {1 - coswT)

Recordemos que sen? 2 = 1=%932% 1yqp tanto
1
o — 24 _1 2 w7
Fi{w) = %5 i Sy 2sen” %
4A y T
Filw) = —=isen” —
wT 2

b) Falw) = ? (—#t + A) emtdt + / (;74.1;—{— A) et
-7

0 0
Folw) = [_1 te =l [ie‘"w‘d!} + A { [ e ™tdt + f(,"“”di}
= T
Recordemos: w q
. re™” -
/ ze“dy = - — e
a a
Integrando:
N o A ate TRt g-'m' o it Wt Bty TRy I

By (w) = 4 [(455 + 557) 10 — (2557 + <57 ] + A 5715
Evaluando

T . il T e A i ifeieT gtwT A [, iwt Awt] .
Fp(w) =4 5+ T97 - ] = A [~ b+ H5 4 |+ B et - e
Roducmndo tér mmo.s semejantes

_ AT AemwT 4 o (0T . iwTY] .

Iy ( ) - 21’ + wzfl Tw? Tus? Tw? [2 (6 +e !

2 A . o 24 74 . R

Fy(w) = 525 2 = 2coswl] = 25 [1 = coswT;

De la relacidn entre las funciones trigonométricas del dngulo doble tenemos

que:
o= A 2 wT
Fo(w) = 725 {—Lsen 5 ]
2 .;)TI
sen
Py (w) = AT ——%-
wil’
P
s 2 3
que es de la forma y = =52,
. x

Clomo ejercicio se deja graficar esta funcién.
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2.2. Propiedades de la transformada de Fourier

1) Linealidad
Si e v 3 son mimeros reales

S{af(t) +89(t)} = af'(w) + SCW)

suponiendo que las transformadas de Fourler existen. Andlogamente

I {aF(w) + BG(W)} = oS H{F (W)} + A4S {G(w)}

2) Corrimiento en el tiempo

SiS{f(t)) = F(w), entonces | S {f(t ~ o)} = ¢ N (w)

Esto es, la transformada de Fourier de la traslacién de f(t) por fp se obtlene
multiplicando la

transformada de Fourier de f(t) por e7%. Este resultado es similar al cor-
rimiento en la variable

tiermpo con la transformada de Laplace.

Demostracidn:

o0

S [t — b))} = [ F(t ~ to)etdt
S: {j.(t . 10)} - €7iwﬁg / j‘({( . .L.(})e—'iw(i_-..-to)d-t
Haciendo 2 =1 — {g;
S{f(t— o)} = ™" / flz)e = dx

como 1z es una variable muda, entonces la integral es la transformada de {{t),
por lo tanto

S/t~ to)} = € F ()

3) Corrimiento en la frecuencia

SiG{f(8)} = F{w),entonces | S { f{t)e "} = Fw ~ wp)




Demostracion:

fs &)

S{fe ) = /f(zs)a“'fwﬂf-‘e"mdg;;

C

hage. el

Siose toma w — wo = &, entonces

o

\‘s{f(é)f_“"m'} = / FtyeHewoligy.

[ F@e et = F(z) = Flw = wo)s

— o0

4) Escalamiento

St S{f(1)} = F(w) v a es una constante distinta de cero, entonces

(o

i)

{flat)} = F(w)

El teorema de escalamiento senala un hecho interesante acerca de las senales
o de las funciones en general. Aquellas funciones que cambian rdpidamente, fales
como la funcidn delta de dirac o la funcidn escaldén de Heaviside, contienen un es-

pectro ancho de frecuencias especialmente altas, mientras cue las funciones suaves

contienen nna banda estrecha de
H)nversién del tiempo

St S{f{t)} = F (w) entonces

frecuencias.

S{f(-1)} = F(-w)

, esta conclusion se sigue

de la propiedad de escala tomando a = -1.

6) Simetria
SI{f()} = I (w), entonces

w en la

S{r(e)} = 2rf{-w)

. Esto es, s1 reemplazamos

transformada de Fourier F, formando F(t), la transformada de Fourier de esta

funcién es 27 por la

funcidn original con 1 reemplazada por —w.

Demostracion:

De la definicidn de transformada inversa

FO) =S {Fw)} = _l; / Flw)e™ dw;

6



cambiando de nombre a la variable w digamos @

ft)y= — / | Fx)e™d;

multiplicando ambos términos por 27, e intercambiando £ por —w

2 f(—w) == ] F(x)e ™da

Esta integral es la transformada de una funcién F' en la variable z que podemos
cambiar por t

2nf(~w) = [ F()e 't =S {F(2)}

7} Modulacién
S1${f(t)} = F (w), entonces

F{ (1) coswol} = § [F (w — wp) + F' (w + wo)]
S {f(t)senwot} = & [F(w +wq) — F' (w — wo)]
Demostracién:

Utilizando la propiedad del corrimiento en la frecuencia {3) junto con la for-
mula de Euler para las

funciones seno y coseno, se tiene

G{f (1) coswot} = & { (1) 2= = J [F (w — wo) + F (w +wo)]

8) Derivacion respecto a la variable tiempo

Sea m un entero positivo. Supongamos que f es continua a tramos en todo

intervalo [—a,a] y que [ Ef (n-1) (t)‘ di converge. Supongamos que

Jim /9 (0) = Jim 7 (1) = 0

para k£ =0,1,2,...,n— 1. Por iltimo sea 3 {f ()} = F (w). Entonces

g}«{f(n) (f,)} = (w)" F (w)

En particular, S{f' (8)} = iwF () y S{/" (1)} = —*F (w).

-



Demostracion: Probaremos el teorema para el caso n = 1. El resultado gen-
eral, puede probarse por induccién matemdtica. Las hipétesis del teorema
aseguran la existencia de la transformada de Fourier de f'. Integramos por
partes para obtener

¥ {fl (/)} = f f’ (I‘) e Wt [d.—, = f’ (1;) dt, w = B—f.iu;-r}

= [ (te ) = - / () (—iw) et

e
Como f(0) = [, tenemos por hipdtesis ¢ue

lim f{t})= lim f({t)=0

B 20 fr— e

Ademads,

;fz_i‘”ti = lcoswt — isenwt| == 1

para todo real w v . Por lo tanto

fB)e = =0

y la integracidn por partes nos lleva a
OC‘)
S{f O} =iw [ (et = il ()

como ¢uerfamos demostrar.

Si f tiene una discontinuidad que ocurre con frecuencia en las aplicaciones
deben anadirse términos a la férmula.

2.3. FPuncién de Heaviside

Una funcién importante en el estudio de la transformada de Fourier es la funcién
de Heaviside. Muchas funciones discontinuas pueden ser escritas en términos de
la funcién de Heaviside.



La funcidn de Heaviside se define como:

‘ 0 L <a
H“”a%={1 t>a}

_ . ., ( <0
Por ejemplo la funcién g (¢} = ot >0

de la funcién de Heaviside. Intonces g () = H ( Je~
C alculemos la transformada de la funcidn de Hecw;sidc

S{H (t=a)} = ] H(—a)e ™= [ eiotdt = ey = o2

w
I3

St a = {J, entonces J{H ()} = ;.5 S

Ejercicios:

puede escribirse en términos

1. Calcula la transformada de Fourter de H (£) e

2. Encuentre la Transformada de Fourier para las siguientes funciones uti-
lizando las propiedades de la transformada de Fourler

1. f(t 3) — H(t — 1)}

H{t -~
:(\ (5[H(t—3)— H{t—1)]}
b

) =51F

S
S {f(1) = S{H(f—d)}—a\s{i[(twl)}
S} =5 [ e di =5 [eotdr = B2y — Sy

3 H
f(t)}m:’s[ o ]
F{f()} = ST [
I{f()} = %e"’"ﬁw sen 4w

sent —k <t <k

2. E?(t)x{ '0 !t|_>k_ }

F{/()} = fsenét’ Wit =
S{f(t)} = £ (@w senk — cos k) — lﬂijg {—iwsen(—k) — cos k)

S{f(t)} = 5 senk (c wk (—3“’") + sk (”""“m:jﬁmu)

1w

— S (—iwsent — cost) [,

‘ -2 2
S{f(t)} = T __?:_,‘}2 sen k coswk + : !

5 cos k senwk
- &t

9



on

5 5
~ e —B(E-5Y2 - B(E=5 v iwhey [, —3t2
t)} = &s‘{oe 3(t-5) } = 5% {f.f 30 ")} = He' ¥ {{-;2 ¥ }

ST T KIS T
He ™ \/-g{j w? /12

. .. - . " A BY2
Fn este ¢jercicio se observa que hay corrimiento en el tiempo (( 3(i--5) )

—at? T —w?
v se usa el resultado F' {c at } = V[:f;f:l fAa

nl 1 —_
Flats) ="

S} =3S{H{t = 2)} lo—wrs

) ‘ 36—-275:;; Qe 2e{w+3)
5'\\- i t - Wiy = T
s{f(t)} i P i (w + 3)
F(8) = 4H (1 3) e 2
Wy == -2
S{A} =4S {H(E — 3)} uwie
4B 4eilert2)

S} == lemwre = 7505

5. f)y=k[H{E—a)—H({t~b)];a<b
S{fO} =kS{H({t—a)— H{t = )]} = kS{H({t—a)} —kS{H({t—b)}

S{H} =g - i

=W

% e

S (/1) ==

B 1) —dar
— e

CF(E) = 8¢ sen 3t
F{f)} =8% {e“%g sen 3[‘} = 8% :i‘s* 52”232} foan — {e“w} ]u,..;;}

X F S L ""ﬁi kil _w'z‘z
S{A) = 'h‘\/;e 5 g — 42\/%@2 O
[ w2 gy ?
C‘}{f(i)} :""4‘1:\/?5 cﬁ( ;) — e”'( a” }
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10.

11.

)‘( ) = 3e4 cos 21

S{f(1)) = 3% { i cos 21‘} =3 [ES*{G"”“} PIERR {e Al } }wz]

S{fH)} =3 [mml w2 = E%lm—g]

N l l
S{f()} = [lgwu(w.;.‘)) 16-5—(&0"2)2}

f('ff')”‘"*ﬁ]“ﬁ
S {0} =5 {Hn

FLF()) = e~
/0=

G{f(1)} =9zl

e i f i o i
S {f (1)} = 5 {{\5' {4 Py } L)—--.’% + =8 {_4 T tz} !w-s--a}

~ w3l
Recordemos que § {e?. “'} =

Entonces:
~ Jsendtl o odmo | —2l-wi o 2wl —
X {W} =7 {(’, Iwm-f!, +e j iw-»{-l%] =

S{f(1)} = f_*} {CMZE-wu}-i—B} + 8---2g~---waj}

ey 1
f(f) - r'“rGtH;

o 1
{0} = {Hibu;z} ‘f{mﬁtwm}

¥ d it U 3w Cx
¥ {(‘twl‘-li}"—i-el } € {t— 14}

F{/1)} =

,vv’im,
Qe A

11



2.4. Teorema de Parseval

Supéngase que f (£) representa ya sea el voltaje o la corriente en un resistor de
10} de tal forma gque f2 (£) es la potencia instantdnea entregda por [ {t) al resistor
. 2
de 10} (P = v = %)
Integrando esta potencia sobre el tiempo, se obtiene la energla total entregada
por [ (¢} al resistor de 10

Win = / | f* (t)di

1
1) = 87 g == [ gw)e
27
W = [ £ |2 [ o) e ol a
0 = / f() 2_#_‘/‘ glwle aw |
Wi = L 7 f (w)e™ f (1) dt} dw
a = o | g{wye™ f{t)dt] d
Sig{w) = 7 [y e ™t
entonces -
g(~w) = /f (e™™dt y  g(-w)=¢" ()
Win = L ] g (w) 7 f(t)e™'dt) dw = _ 7 g(w)g" (w)dw
2r J 7 S 2 A ) :
I”FIQ == “}".** f|q(w)}zdw
2m J
T]; JE(E)dt = - j; lg (w)]* dew (Teorema de Parseval)

La energia asociada a [ (£) puede obfenerse ya sea por medio de una integracion
" . ; , ; R 9
de f2{t) en el dominio del tiempo, o bien, por 5= veces la integral |g (w)]|” en el

dominio de la frecuencia.

h

2 , y . ] :
g (w)] Espectro de energia o funcién densidad de energia espectral de f(1)

12



2.5, Convolucién

Sean f(t) v g(t) lunciones, tales que h{t) = f(t)g(t) entonces si
S{fO}=Fw) y S{g(t)}=Gw)

se cumple que

FTHF (W) G {w)} = f{t)=g(t) ((_‘.ktnwolucié(nen el tiempo)

S{f () g(t)} = Flw)+ G(w) (Convolucigwen la [recuencia)

La (on‘vohlcwn ont1e dos funciones se define como
F@yxglty = [ fX)g(t = A)dA
Ejemplos:

e | _ g‘ ~1 1 1
L < {m} {'1’;‘;;? i-l-iu}}
En este caso Fw) = G{w) = {1*, f(t) =g(t) = H(t)e™

gt {W} H(te "« H{t)e ! = ? H(Ne YH({ — Me 0=Vdx;

ke 43

5 (e} = e T H ) H( = Ndx;

— o

Averigliemos cudnto vale el producto H (A) H(t — A):

0 A< 0 £<A
H()‘)z{z ,\>0} H(t"/\):{l "[,>)\}

Paor tanto

, 0 A<08A>1
H()\)H(tm)\)z{ L 0<)ct };

t
ot [ - i

entonces & {'(‘]"]"];F} = 3 W t=0 eTHH (t) JdA;
0, t <0 ¢

finalmente

: i
L:S(il {m} = tﬂ_il{'f (L)

i3



2 c\;\-ml sen 3w — _1._{_?71 g -3 w1 (\?_1 ¥ 1 O 1 p e }
) w2440} 28 wi(2+iuw) P w{2-tiw) Tl w(2-+Hiw)

Aplicando la propiedad de corrimiento en el tiempo:

1 sen B e -1 ) .
~ {w(*zv;—f:w)} =5 {w(i% M)} If AT ‘:‘Y {w(‘zwkiw}} lt**f—'"*-i

Y por lo tanto sélo tenemos que calenlar $71 {:{—EIT?:)}

Aplicande convolucidn:
- G gt b= L s G = () H (D) e
X IS
S by b =1 [ HO)H (@ =N e 0y = ie I (£) [ e*dA
) — o0 0

L. ! {u;@miw)} =tH () (1~e™)

Finalmente & ! {%} w L [’3 H{E) (1 —~e ) | pa— %H (t) (1 — ™) ij;._..;.t.._g]

g1 {Wse“ S } L [H (2 +3) (1 —e %) = H (1 -3) (1 - ¢ 3]

(2 4+ dw) 4

2.6. Funcion de Muestreo

Sea una funcién f(t) = H{t+a) — H (t —a). Calculemos la transformada de
esta funcidn, recordando la transformada de la funcidn de Heaviside:
F{fO)=S{H{+a)—H{t—a)y=S{H{{+a)} -S{H (t—a)}
{J ( )} — ::a e i;:m _ % [(‘zwcL_;;,—1wuL: %s.enwa - 20’ (sa;(o:u)

bhtd funcidén es la fncidn muestreo o Sampiing.

sen wa

= Sa (wa)

.. Wa
P Kjemplos:

Calcular la transformada inversa de las siguientes funciones:

1. g—l{%l} = MG (Sa(w)) =S [H({t+1)— H(t—1)

2. g 28] = 1gm {—wi} =g {Sag} = 4 [H (14 1)~ H (1 - 1)

T

Fiercicio:

-1 sen Ju
Lo iy )

Este gjercicio ya se realizé ntilizando el teorema de convolucidn.

14



2.7. Funcién impulso o delta

Consideremos la funcidn escalén o de heaviside
1 t>0 0 t>0
“W=10 1«0 =91 <0
Sumando estas fanciones se tiene w (1) + v (—1f) = 1, excepto en £ = U;
calculando la transformada de esta hincidn:
S{u(t) +S{ul-t)} =F{1};
g (@) + g (~w) = 216 ()
Se supone ¢ (w) = ké (w) + B {w). Entonces

g(~w) = k§(~w)+ B (~w)
g(—w) = kE(w)+B(~w)

g +g(—w) = 2k6(w)+ B(w)+ B{-w)
= 276 (w)

B(w) = —B(~w) B esuna funcién impar

ul (1) = 28 = 5 (1)

dt

Flu(t)) = wglw)=2w[ms(w)+ Blw)=1
= fnwé (w) + iwB (w)
1 = dwB(w)
1

B = —
i

ok N a
S{u{t)} =7d{w) + 5

(Transformada de la funcin escaln en trminos de la delta)
Por tanto, podemos caleular la transformada de la siguiente funcidn:

. 1 t<0
SENL =Y 4 =0

15




S {sgnt} = =

i

. - . . . . 0 t<iy
Consideremos la funcién excitacidn escalén unitario u (¢ — fo) = 1t
>y

S se aplica un voltaje u {t — £p) a un capacitor (71 = ()%?) se observa que para
T >ty ?(f,) =0
Hay que obtener o' (t — tg) |1, mediante un proceso al limite.

G

[*]

~
@ 4l

Supongamos que el cambio de 0 a 1 se da en un intervalo de tiempo At snave-
mente.
Derivando la funcién de la gréfica anterior
vy e A A
4? eq == m;\rﬁ}

At
}.
k]
i
71 Bt
v
V
4 -2 tef L 4

Al tomar el limite Al — 0 se obtiene un "impulso unitario”. Este unpulso
unitario se define como funcién

0 1t

oot 'L'U

[)=

16



F{t)=8(t—to) (Delta de Dirac)

To(t—to)dt=1

S . - du! 'L—-'n‘.(}!
g ([ - {'0) - at ) .
Se puede multiplicar & (£ — ty) por una constante ¢ por una funcidn en general

v obtener

7 8(t—to) f(1)dt = [ (Lo) (Funcin delta)

2.7.1. Propiedades de la funcién Delta

L Sia<b h
foumwu={g ;Znsh]
2. a
F{t)e(t)=r{0)6(0)
18 (£) = 0
5 (at) = I;_tié ()
§(~t) =6 (1)
3.
Fye' ey = f(0)8 (1) — f (0)6(t)
4.

F S =f ()8 (1) + /(1) 8 (1)

2.8. Transformada de Fourier de la funcién impulso
F{6 ()} = / 5(t) et

17



oo ’ . 3 . Ly - ]
Se cumple [ 6 (£) et = e7™",_g = 1 Esta fancién cumple la identidad
fals 3]

§(t) =+ T e™tdw |y |6 (1) = /cos widft
X 0

Y apartir de estas dos se obtiene

§(y) = 5 T edy
5((;) = ﬁ"{i} . _21‘._: T (1) ety

Si calculamos la transformada de Fourier de una constante mediante la defini-
cién llegaremos a una integral que diverge, lo mismo sucede con las funciones ™,
senwpt vy coswgl. :

Utilicermos la funcién delta para calcular la transformada de Fourler de las

siguientes funciones:

Lo
hu & ]

1 S{C} = T Cle it = (2nC) & T e tdt = 2w Cé (—w) .

Como la funcién delta es par, entonces

S {C=21C6 (w)

2. G {eot} = I{l.e¢™') = F(w—wp), donde ' = T {1}; utilizando el
resultado anterior & {e®*} = 278 {(w — wq)

& s Ty i ] + — -1 3 S ;. s g — 7
3. S{senwgl} = is{ﬂﬁ—-ﬂ)—} = =G {eM0) — & {e ™) ya se conoce

la transformada de una funcién exponencial, se tiene quer §{senwet} =
17 |8 (w +wo) — § {w — wy)]; andlogamente se caleula la transformada del
coseno

4. S {coswpt} = im [§ {w +wp) + 8 (w — wq)!



2.9. Solucion de Ecuaciones Diferenciales

Ejemplos:

Loy —2y = H(t)e® - o0 < t < oo
Sy -2y =S {H e ¥}
S{y'} - S {2y} = S{H (t)e *};
1 ${y} =Y (w) entonces
wY (w) — 2¥ (w) =

2+iw;
i o 1 . i . 1.
Y (w) [zw - 2] 24 dw? ("") R T T S S O R RN Y (I B B
— 202) 1.2
Yi{w) = TEawdy T Tt K

2y + 6y +8y=686(~2)
S{y" +6y + 8y} =5{6(t - 2)};
~w?Y (W) + BiwY (w) + 8Y (w) = e,
Y (w) [~w? + 6iw + 8] = e ¥
Y (w) = —fme ¢

Tt et ® T (BT (e

y(6) = 5 Gramgara } s

Ahora caleulemos $71 {m}
s {(Z—I zw)('H 1w}} ) “sH (t ( ) et = L H (A) e” P H (t - A) ¢ NN

o k)~
= (24 2 (44w}
Y por tanto la solucién de la ecuacion diferencial es

y(t) =30 (t-2) { <2(t-2) _ -4l 2)]

T (t)e ¥ fcz’\d}\ = lH( ) [em % — e Y]

3. Calcular la carga en un capacitor para un circuito RC, donde R = 1082,
C=0.02f y V(t) = E&{(t) con F =120V.
La ecuacién del circuito es
g + g = 2
g+ 77 = 5"’%9;

19



sustituyendo los valores contantes

gt + 5q = 126(t);

resolvamos esta ecuacion aplicando la transformada de Fourler
G {gr+5g) = §{128(1)} = 128 {6(¢) };

5i S {q} = Q(w);

wQw) + 5Q{w) =12

factorizando Q(w) (iw + 5) = 12;

Qw) = {iﬁs)é

at) = 57 {Q) = 57 {y |

esta transformada inversa es inmediata

g(t) = 12H (t)e ™, que es el valor de la carga para cualquier tiempo.

Bl voltaje en el capacitor es V, = %q(t) = (:gz H (t)e 3% = 600H (t)e ™

La respuesta de salida serd: %;“il, calculando la norma de esta funcién:

' =10 600
P

Vit 425

La grifica de

g .
%ﬁ' contra w es el espectro de la respuesta de salida.

20
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