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PREFACIO

En el proceso de recopilacion de material didactico para la elaboracion de los presentes
apuntes fueron considerados tres aspectos fundamentales. Primero un apego total al
programa de estudios de la asignatura de Calculo 1 de la ESCOM-IPN, segundo la
experiencia misma en la imparticion del curso en repetidas veces, asi como la observancia
de las necesidades del alumno en cuanto a la asignatura y tercero, la importancia de la
aplicacion del Calculo en diversos campos de las ciencias e ingenierias. Considerando lo
antertor, este material podra ser de gran utilidad para el estudio de la mayoria de los topicos
de la asignatura. Estos tres factores en conjunto, dan como resultado un balance tedrico-
practico optimo en su contenido, manejando los conceptos, definiciones v teoremas. a
nuestro parecer, en sus formas mas basicas, sin dejar del lado el formalismo que implica la
materia, procurando ademas, no dar punto final a ningtin tema sin antes respaldarlo dentro
de un marco practico debidamente estructurado de problemas resueltos, dande lugar todo lo
anterior, a un seguimiento programatico por demas completo.

El presente material contempla en su primer capitulo de manera introductoria algunas
definiciones y conceptos fundamentales relacionados con las desigualdades los cuales son
de suma importancia para el desarrollo posterior del curso. En el capitulo, 2 se enfoca a la
descripeidn y desarrollo de limites y continuidad, considerando ademas en sus primeras
secelones aplicaciones practicas muy interesantes. Continuando con el programa, se
desarrollan los conceptos relativos a derivadas, se manejan los conceptos de valores
extremos y algunos teoremas importantes. Finalmente en el capitulo 3, se presenta la
integral definida para la solucién de una gran variedad de problemas.

El disefio, formato y presentacion fueron pensados de tal forma, que los conceptos
importantes se recalcan, por una parte, para resaltar su importancia, y por otra, para que el
lector no tenga ninguna dificultad para la Jocalizacién de algliin tema en particular,
cubriendo asi el 100% del programa de la asignatura de Calculo I, impartida en la ESCOM-
IPN. Por al motivo, consideramos que los apuntes, pueden ser utilizados como material
didactico tanto por el profesor en la imparticién del curso, como por el alumno a manera de
guia, esperando asf, que el presente trabajo sea un apoyo en el proceso de ensefianza-
aprendizaje de la asignatura.

PROF. EDUARDO CHAVEZ LIMA
M. EN C. MARIO H. RAMIREZ DiAZ

PROF. ANGEL SALVADOR MONTIEL SANCHEZ
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INTRODUCCION.

Han existido en la historia de Ja humanidad hombres que dedican toda su vida
al estudio de la ciencia; todo esto para que en la actualidad tengamos
herramientas firmes para poder resolver problemas de suma importancia.

Podriamos mencionar a Arquimedes (287-212 A. C.) quién dio un meétodo
muy especial para calcular por ejemplo: el volumen de la esfera y otras
figuras, algunos historiadores consideran que su método tuvo contribuciones o
bases para el célculo.

Uno de los mas importantes es Isaac Newton (1641-1727 D. C.) a quién se le
atribuye en forma especifica el descubrimiento del célculo infinitesimal pero
si Isaac llegd a este descubrimiento fue porque se apoyo en hombros de
gigantes como Rene Descartes (1596-1650), aunque a Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646- 1716) se le debe la notacion que conocemos en la actualidad.

El calculo se invento en el siglo XVII para proporcionar una herramienta que
resolviera algunos problemas en los que interviene el movimiento, por
ejemplo para calcular el vuelo de un cohete, para predecir la trayectoria de una
particula cargada a través de un campo magnético y en general para tratar los
diversos aspectos del movimiento, se necesitan los métodos del calculo.

Se invento para ayudar a resolver problemas de fisica y posteriormente se ha
aplicado en muchos campos diferentes de la ciencia.

Una de las razones porque el calculo es tan versatil es porque la derivada se
utiliza en las razones de cambio de muchas cantidades por ejemplo:

1) Un quimico usa las derivadas para predecir algunas reacciones
quimicas.

2) Un bidlogo utiliza las derivadas en investigaciones sobre el crecimiento
del nimero de bacterias en un cultivo.



OBJETIVOS.

0) REALES.

Expresando las propiedades de los ntmeros reales {campo, orden, valor
absoluto), el alumno debera resolver desigualdades entre ecuaciones lineales
(A.3) v ecuaciones cuadraticas, asi como combinaciones escribiendo el
intervalo, solucién y su gréfica.

1) CONCEPTO DE FUNCION.

Dada una funcidn (polinomial, cocientes lineales, raices cuadradas de pol de

grado 2). El alumno escribird el dominio y el rango por medio de (B.2)
intervalos; apoyandose en tablas y graficas.

2) FUNCIONES.
2.1) FUNCION LINEAL.

Dada una funcién lineal, el alumno obtendrd el valor de la pendiente y su
intersecciéon (B.1) con el eje vertical y la graficara apoyandose en una tabla.

Dada una tabla de valores para una funcién lineal, el alumno escribird la
ecuacién en su (B.2) forma punto pendiente; asi como su grafica.

2.2) FUNCION EXPONENCIAL.

Dada una funcion exponencial, el alumno la graficard empleando una tabla de
valores (B.1) los valores del dominio los tomard en un intervalo de [-5,5].

Dada una funcién exponencial y una tabla de valores de la misma, el alumno
obtendra el valor de la base y de la constante (B:2) para escribir la férmula de
dicha funcién y la graficara.



2.3) LOGARITMOS (log).

dada una ecuacion de la forma b =p xa*, el alumno empleard una calculadora
y tablas para obtener por ensayo y error el valor aproximado del exponente x,
apoyandose en una calculadora (B.1).

Dada una ecuacién de la forma b =p x a*, el alumno aplicard las propiedades
de los logaritmos base 10 para determinar el valor del exponente x,
apoyandose de una calculadora (B:2).

2.3.3.) LOGARITMO NATURAL (/n).

Dada una ecuacion de la forma b = Pe*, el alumno empleara una calculadora y
tablas para obtener por ensayo y error el valor aproximado del exponente X
(B.1).

Dada una ecuacién de la forma b =P x e*, el alumno aplicara las propiedades
de los logaritmos base e para determinar el valor del exponente X, apoyandose
de una calculadora (B.2).

2.4) FUNCION INVERSA.

Dada una funcién, el alumno empleara su grafica para decidir, si es 0 no
invertible, si se escribira la funcion inversa y si no mostrara graficamente que
es cortada por una linea horizontal en més de un punto (B.2).



0.- EL SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES.

El calculo se basa en el sistema de los nimeros reales y en sus propiedades.
Pero, ;Cuales son los nimeros reales y cudles son sus propiedades?. Para
contestar la pregunta comencemos con algunos sistemas numéricos mas
simples.

LOS ENTEROS Y LOS NUMEROS RACIONALES.
Los nimeros mas simples son los nameros naturales:
1,2,3,4,5, 6 etc.

Con ellos podemos contar: nuestros libros, nuestros amigos y nuestro dinero.
Si agregamos sus inversos aditivos y el cero, obtenemos los ENTEROS:

-3,-2,-1,0,-1, -2, -3 etc.

Cuando tratamos de medir longitudes, pesos o voltajes, los enteros son
inadecuados. “Estan demasiado espaciados para dar la suficiente precisién”.
Llegamos a considerar a los cocientes (razdn) de los enteros, como niimeros,
tales como:

1 13 2/3 Ya 3/4

i e m
Los niimeros se pueden escribir en la forma * ; donde m y n son enteros y n =
n

0, se llaman nGmeros racionales.




(SIRVEN LOS NUMEROS RACIONALES PARA MEDIR TODAS LAS
LONGITUDES? NO

-

Este problema o este sorprendente hecho fue descubierto por los antiguos
griegos varios siglos antes de cristo. Demostraron que a pesar de que -2 mide
la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuyos lados tienen longitudes
unitarias (figura 2), no puede escribirse como cociente de dos enteros. Por
tanto, 2 es un irracional (no racional). También lo son .3, .5, 7,7 y gran
cantidad de nimeros més.

Figura 2

{

DEMOSTRACION DE LA IRRACIONALIDAD DE - 2.

Se quiere demostrar que no hay ntmero racional cuyo cuadrado sean 2:

Suponemos que si y sea p / g un nimero racional cuyo cuadrado sea 2 vy tal
que p / q es una funcion irreducible, o sea, que p y q no tienen mas factores
comunes que = 1 (0 sea que p y ¢ son primos entre si, como se dice).

Entonces (p/q)’= 2, p*= 2q°’ y p’es par. Ahora p es par porque si p fuera
impar p* serfa impar. (Todo impar tiene la forma 2m+1, como (2m + 1)*=
4m’ +4m + 1 se tiene 2(Zh*+2m + 1).

Si2m?*+2m=k =2k + 1 . p’esimpar. Asi, pues, p= 2m.

Substituyendo p =2m en p*=2q°* resulta q*=2m?, o sea, que q*es par y q es
pat.

De modo que p y q tienen el factor nlimero 2 contra lo supuesto que no tenian
mds factores comunes que + 1. Esta contradiccion permite afirmar que no hay
niimero racional cuyo cuadrado sea 2.



Los nimeros reales los podemos clasificar de la siguiente manera:

.

Racionales: Tienen expansiones decimales periddicas. Es decir,
Se repiten indefinidamente después de cierto término

Como por ejemplo: ;fé =3.2181818....
o)
Reales <

Irracionales: Tienen expansiones decimales infinitas, no
\ Periodicas como por ejemplo: [T=3.141592654,..
/2=1.41421356...

A los niimeros reales se les puede asociar puntos sobre una recta | (recta real o

recta numerica) de tal manera que a cada nimero real le corresponde uno y
solo un punto de la recta /.

Reales negativos Reales positivos

PROPIEDADES DE CAMPO.

Dados dos nUmeros reales x y y podemos sumarlos o multiplicarlos para
obtener dos niimeros reales x +y ¥y x * y. La adicidn y la multiplicacion
tienen las siguientes propiedades. (Los llamamos propiedades de campo).

I. Leyes conmutativas. X+ty=ytx y x¥Fy=y*x

2. Leyes asociativas. x+(ytz)= (xty)ytz v x(yz)=(xy)z
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. Ley distributiva. X(y +z)=xy + xz

4. Elementos neutros. Hay dos nimeros distintos 0 y 1, que

Satisfacen las propiedades x + 0 = x
y Xx 17X

5. Inversos. Cada nimero tiene un inverso aditivo
-X, que satisface la expresion x + (-x)=
0.
Ejemplos:
SiX:ﬁt,y:lS,Zﬂ"‘:‘;, pm?jq:?%yrzg
3 6 4
Calcular:
.
a) X+ (y+z)
b) (x+y)tz
c) plqr) < para que el alumno resuelva
d) (pg) (r)
e) x(p+q)
\

D . . 0 1
Ejercicio: ;Por qué no son nimeros s Y% ?

PROPIEDADES DE

1) Tricotomia:

2} Transitividad:
3) Aditiva:

4) Multiplicativa:

ORDEN.

Si x y y son nameros, se cumple una y solo una de
las siguientes propiedades: x<y o x=y o x>y

X<y yy<z = X<z
X<y & Xtz <ytz

Cuando z es positivo, X <y <> Xz> yz



Observacion 1. La relacion de orden < se lee (“es menor o igual que”) y es
prima hermana de <. Se define como:

X £y = y-Xes positiva 0 cero
Observacion 2. Las propiedades de orden 2, 3, 4 se cumplen también cuando
los simbolos <y > son reemplazados por < y >.
Ejemplos:

3<565>3; -2<-1 6 —-1>-2; x < 3 significaque x esiguala3ie x =3
0 menor que 3.

3 <5porque5-3=2>0 je 2 espositivo.

-2 <-1 porque -1 -(-2)=1>0 ie 1 es positivo.

0.1) VALOR ABSOLUTO.

SI un nimero real a es la coordenada de algln punto A sobre la recta
coordenada o recta numérica l, y el simbolo ia| se usa para denotar el nimero

de unidades (o la distancia) entre el punto A y el origen sin importar la
direccion.

Veamos la siguiente figura:




Para el punto con coordenada —4 tenemos -4/= 4, también para 4= 4. En

general si a es negativo cambiamos su signo para contar (formulario) y si a es
no negativo, entonces ja = a.

a= asiaz0

-asia< 0

Ejemplos:
Encuentre 3, |-3/, -2-2, 2--2 y 0

Solucion:
Como:

Como:

-3, /2~ 2 son negativos usamos la formula « = -a y obtenemos:

—3=3)=3 y |[2-2=-(2-2)=2- 12
Ejercicio:
Encuentre los siguientes valores absolutos:

4 '



Para todos los nimeros reales a y b se tiene que:

g =i—al
abl =
~a fa<ia

y si b es cualquier positivo, se tiene:

1) @ <b <« -b<a<b
2)laa>b « a>boda<-b
3) a =b & a=bda=-b

Ilustracion:

a = todos los reales mayores que —3 y menores que 3.

ak >b
A
4 I
N S S S I R O =
A O D R b=1
4 3 2. 0 1 2 3 4
a = todos los reales mayores que b 6
a >b
L
r N
SR W N T SN U N O =
N N R I el b=-1

a = todos los niimeros mayores que -1



Ejercicios:

1) Encontrar todos los valores de x si [x/ < 5 y graficar.
2) x> 5 todos los valores de x y graficar.

DESIGUALDAD DEL TRIANGULO.

Si a'y b son nameros reales, entonces la+b < a +ib,

Demostracion:
Conocemos las propiedades:

sa<a<a A-b

N

b < » Sumando ambas obtenemos:
-(a+b) ca+b< d+b deaqui se tiene:
(@+b) < ld+b

Ejemplos:

=i =342 <-3 +2 =3+2=5

5=0342 =3 +12 =5

Observacion: el concepto de valor absoluto se puede usar para definir la
distancia entre dos puntos cualesquiera sobre una recta lineal. En este caso es
innecesario preocuparnos por el orden en el que restamos una coordenada de
la otra, ie. eslomismo sobre larecta real.

Definicion: Sean a y b respectivamente las coordenadas de dos puntos Ay B
sobre la recta coordenada /. La distancia entre A y B se denota por d(A, B) y
estd dada por d(A, B) = lb~a (6 longitud del segmento AB) como b-d =
\a—b; tenemos que d(A, B) = d(B, A) y a demas la distancia entre el origen 0 y
el punto A es:

D©,A)= a-0 =«



0.2) INTERVALOS.

% denota el conjunto de los nimeros reales, y son de vital importancia los
subconjuntos de R, llamados intervalos.

Varias clases de intervalos apareceran en el curso, por lo que presentamos la
terminologia y notacién para ellos. La doble desigualdad a < x <b describe un
intervalo abierto que consiste en todos los niimeros comprendidos entre a y b,
sin incluir los extremos a y b. Lo designaremos mediante el simbolo (a, b)
(figura 1) por el contrario, ]a desigualdad a< x <b describe el correspondiente
intervalo cerrado, que si incluye los extremos a y b. Se denota por [ a, b]
(figura 2)

Figura I:

(-2,4) = todas las x entre -2 y 4 es decir, -2 <x < 4

Figura 2:
L r i 1 | \I |
P L D J I
4 32 -1 01 2 3 4 s

[-2,4] = todas las x donde —2 hasta 4 es dectr, -2 < x <4



La tabla representa una amplia variedad de posibilidades y presenta nuestra
notacion:

Notacién de conjuntos | Notacion de intervalos Grafica
{x:a<x<b} (a,b) C - Q
{x:a <x<b) [a,b] [ -
{X: a=x< b} [a,b) < [ ) >
a b
ra<x<b anb I ]
{x:a<x< b} (a,b] S N
{x:x < b} (-o0,b] :
b
X < ~0,b M
{x:x <b} (-o0,b) -
{x:x = a} (at o) < E
{x:x>a} (-o0,%0)
“APLICACIONES”

0.2.1) Solucién de desigualdad.

Como en el caso de las ecuaciones, el procedimiento para resolver
desigualdades consiste en transformar la desigualdad un peso cada vez hasta
que el conjunto solucién sea “obvio”. Las herramientas principales son las
propiedades de orden y de campo. Ellos implican que debemos realizar ciertas
operaciones en una desigualdad sin cambiar el conjunto solucién.

En particular:

1) Se puede afladir el mismo nimero o ambos miembros de una
desigualdad.

2) Se puede multiplicar ambos miembros de una desigualdad por un
numero positivo.




3) Se pueden multiplicar ambos miembros por un nimero negativo, pero
entonces se debe invertir el sentido del signo de desigualdad.

Ejemplo 1:

Resuelva la desigualdad de 2x < 4x-2, dibuje la grafica, ;y cudl es el intervalo
soluciéon?

Solucidn:

2x-7<4x-2

2x <4x+5 (sumamos 7)

-2x <5 (sumamos —4x)

x> -5/2 (multiplicamos por —1/2)

I I T
\|K|,s|||£
3N a0 1 23

5 5
Conjunto solucion: | = —, 0 =4 X 1 X » ——
2 2

Observaciones: Resolver una desigualdad significa encontrar todas sus
soluciones y decimos que dos desigualdades son equivalentes si tienen
exactamente las mismas soluciones.

Veamos que significa lo anterior:

Si tenemos x°-3 < 2x + 4 y si en x sustituimos nimeros como 4 y 5
obtenemos resultados falsos como 13 < 12 y 22 < 14 respectivamente y para
otros nameros como 1 y 2 obtenemos resultados verdaderos -2 <6y 1 < 8
respectivamente. En general si en una desigualdad sustituimos a « x y
obtenemos resultados verdaderos entonces a es la solucidn de la desigualdad.
Ejercicio:

Resolver la desigualdad 4x + 3 > 2x -5,

Solucion:

X>-4 (—4,00)



Ejemplo 2:

Resuelva la desigualdad -5 < 2x + 6 <4
Solucion:

5 2x+6<4

-11 £ 2x <2 (sumamos -6)

“1; < x <-1 (multiplicamos por }2)

I- 121 ) ={x: —*21. <x<-1}
Ejercicio:
4-3x . ., .

Resolver -5 < 5 <1 jintervalo solucion? ;grafica?
Solucion:
(2/3, 14/3)

“ ™

o S

2 4

3 3
Ejemplo 3:

Resuelva la desigualdad cuadratica x*-x <6 ;intervalo solucién? ;grafica?



Solucion:

x-x—06

x*-x—-6<0 (sumamos -6)

(x—=3)(x+2)<0 (factorizamos)

Vemos que -2, 3 son puntos de separacién; dividen el eje numérico real en tres
intervalos (-, -2), (-2, 3), (3, ). En cada uno de estos intervalos, (x — 2) {x +
2) tiene signo constante (es decir, es siempre positivo o siempre negativo),
Para encontrar el signo de cada intervalo usemos los puntos de prueba -3, 0, 5
(cualesquiera de los puntos de los tres intervalos sirve). Veamos los resultados

en la tabla siguiente:

Punto de prueba Valor de (x —3) (x +2) Signo
-3 6 (+)
0 -6 )
5 14 (+)

La informacion que hemos obtenido se resume en la parte superior de la figura

siguiente:

Puntos de separacion

£
¥

tod

D

' ()
| !

Puntos de prucha




Concluimos que el conjunto solucién de (x — 3) (x + 2) <0 es el intervalo (-
2,3). Su gréfica aparece en la parte inferior de la figura anterior:

Ejercicios:

1. Resuelva 8x*-x-2>0 (intervalo? ;grafica? ;tabla?

2. Resuelva  x-3<0.1 jintervalo? ;grafica? ;tabla?
3. Resuelva 2x-7<3 Jintervalo? ; grafica? ;tabla?
Ejercicios:

I.- En los casos siguientes substituya la coma entre cada par de niimeros reales
por el simbolo apropiado <, > o=,

1.
a) -2,-5
b) -2, 5
c) -1,2+3
d) -3,0
e) -1,2-3
f) 8,-3

2.-
a) 2, /4
by =, 22/7
¢y ¥a-2/3,1/15



[L- Rescriba las expresiones en los casos siguientes, suprimiendo el signo de
valor absoluto, es decir; encuentre los valores absolutos.

3.-
ay 2-5
b) -5 +-2
Q) 5+-2
d) -5--2

| 22
o x2

. 71
0 (-2)/-2
g) 1/2-0.5

 (-3F

4.-
a) -8
b) ~4-i-8
Q) -3
dy -0.67
e) -3-m
f) —-4+8

9 2
) -}-3

I11.- Si A, B y ¢ son puntos sobre la recta coordenada con coordenadas -5, -1,
7 respectivamente, encuentre:

a) d(A, B)
b) d(C, B)
¢) d(B, C)
d) d(A, C)



IV.- Resuelva las siguientes desigualdades y exprese la solucién en términos
de intervalos, asi como graficamente.

1) 5x—-6>1

2) 7-2x=>=-3

3) 3x +2<5x-8

4) 552 -9x > -4

5 .2 >0
7-2xl

6) 2x5+kk3§<2

7) 3x -5 <10

8) 2x+1>5

9) 2+ 7x <3x-10

10) -1 < 3-7x <6

4
1) 250
X . ‘
L2

13) 2-7x <16

14) > x+2 <1

15) 12 > 5x-3>-7
16) 6 < dx-1<2
17) x—10 <0.3

18)  Is-11x z 41



1) FUNCION.
1.1) ;QUE ES UNA FUNCION? CONCEPTO

En matematicas el concepto de funcion es realmente importante; en estd época
el estudio del célculo inicia con un estudio de las funciones.

Expresa una idea de conocimientos de un nimero expresado a otro; si
conocemos la longitud de un cuadrado podemos determinar su area, es decir;
el area esta en funcién del lado del cuadrado y si la circunferencia es un
circulo conocido podemos determinar su radio, es decir; el area del circulo
esta en funcion del radio del mismo.

En la vida cotidiana existe el concepto de funcién, por ejemplo:

1) El precio de un boleto del teatro esta en funcién del lugar que se quiera
ocupar.

2) La cantidad de leche que produce una vaca estd en funcién del alimento
que consuma.

3) La distancia que recorre un automévil, estd en funcion de la cantidad de

gasolina que lleve el tanque.
Ejemplo:

Area del circulo.

El érea del circulo estd en funcién de su radio y estd dada por la formula A =
71? para cada valor de r obtenemos un valor especifico de 4rea, la cual
podemos analizar en la siguiente grafica:

Radio Area
0 0
1 T
2 4
3 Srx
(hasta n) nm




Donde:
A=rr? & neN

Ejemplo:

Un profesor aplico un examen de 100 preguntas, realizo una tabla de valores y
graficé los mismos. La escala de calificaciones es de 100 preguntas es a 10.

Tabla de valores

Respuesta (R)

Calificacion (C)

0
10
20
30
40
50
60
70
30
90
100

g\oooqoxuu.m.wwwo

10 20 30 46 36 60 70 80 90 100

X(R)



Lo anterior nos motiva a la definicion de funcion:

Definicién: Una cantidad y es una funcion de otra x, si cada valor de X tiene
un Unico valor de y asociado. Escribimos y = f(x) donde f es el nombre de la
funciéon. Decimos que y es el valor de la variable dependiente & x es la
variable independiente.

Definicion: El dominio de una funcion son todos los valores posibles de la
variable independiente. El rango de una funcion son todos los valores posibles
de la variable dependiente.

Nota: En el efemplo anterior y = ;:) [frecuentemente se observa que una

cantidad es una funcion de otra o, encontrar una funcion que represente una
situacion dada se le llama “modelo matemdtico”. Las funciones se pueden
representar por medio de tablas, grdficas y formulas.

En la grafica del ejemplo anterior el dominio de la funcion y = ;) esta dado

por x = 60 o mas bien 60 <x <100, es decir; donde los alumnos pueden
aprobar el examen y ademés x ¢[60,i0] para que sea considerado como
aprobado y el rango esta dado por los valores posibles de y es decir; y > 6.

Nota: Para poder estudiar una funcién y = f(x) se necesita conocer el campo
de variacion de la variable independiente que es el dominio de la funcion.

Ejemplo:

Determinar el campo de variacion de la variable independiente x en la funcion
siguiente:

Solucion:

Como v debe serreal 4 - x? > 0, 0seax’ < 4 o bien, x < 2.
H L



Ejemplo:

Determinar el campo de variacién de la variable independiente X en la funcion
siguiente:

Solucion:

Esta definida para todos los valores posibles de x excepto para x = 2 y el
dominio se puede expresar como:

X<2,x>2 oporx =2

Problemas de la seccién: 1)

1.

2.

A
3.

4.

5.

Dar ejemplos de variables y constantes.

Dar ejemplos de funciones dentro de lo cotidiano.

Dar ejemplos de funciones de problemas matematicos.
si f{(x) =x", obtenga f(-1) & f(1/2).

Sifix)=x’-3x*+1 demuestre que: f{2) + 2f(0) = f(1)

Escribir una formula sencilla para la regla de correspondencia de la

6. El dominio de la funcidones D= {-1/2, 0, 2/3, 5/2, 1 + /2 } y laregla de

7.

correspondencia es f(x) = x*- 2x. Hallar las parejas ordenadas de la
funcion.

Determinar el dominio y rango de las funciones:
a) y=x'+4



8. Suponga que una hoja de estafio de 8 por 15 cm. se hace un cenicero
recortado en cuadros de igual tamafio de las esquinas y doblando las
cejas para formar los lados:

a) Si x representa la longitud de los lados de los cuadrados
recortados de las esquinas, encuentre una forma para el volumen
del cenicero en términos de x.

b) Encuentre una desigualdad para encontrar las restricciones fisicas
sobre el valor de x.

¢) Haga una tabla de valores de x y dibuje la grafica de la formula
del volumen v(x).

1.2 LIBRERIA DE FUNCIONES.
1.2.1 Funcion lineal

Este tipo de funciones son las més comutnmente usadas, representan un
estado de incremento (una funcién f es incrementada si los valores de y =
f(x) incrementan cuando x incrementa) o un estado de decrecimiento (la
funcion decrece si el valor de y = f(x) decrece cuando x incrementa).

Definicion: Llamaremos a una funcién lineal, si un cambio o incremento
en la variable independiente causa un cambio proporcional o incremento en
la variable dependiente.

Ilustremos el concepto de funcion lineal mediante el siguiente ejemplo:
Ejemplo:
El salto con garrocha olimpico.

Durante los primeros afios de las olimpiadas, la altura de los ganadores de
salto con garrocha incrementd aproximadamente como lo muestra la tabla
1.1, el ganador incrementaba el salto en 8 pulgadas cada 4 afios, la altura es
una funcién lineal del tiempo sobre el periodo de 1990-1912 el original
esta en 130 pulgadas y tiene un incremento equivalente a 2 pulgadas cada
afio, es decir; si y es la altura en pulgadas y ¢ es el niimero de afios medidos
desde 1900, nosotros podemos escribir:

y = f(t) = 130 + 2t



Podemos visualizar la inclinacién en la figura 1.2 como la razén o

proporcion.
Inclinacién: 2470 = 8= 5
afios 4
Tabla 1.1
Aiio Altura (plg)
1900 130
1904 138
1908 146
1912 154

Grafica de la funcion lineal:

Y (altura)
60 1
Y =130+ 2t
150 =—1—
e T
136 —
| ! | | |
! ! ! ! ! t {afios desde 1500)
4 8 12

En general una funcion lineal tiene la forma y = f{x) = b + mx.

Donde: m es la inclinacion o la proporcion de cambio de y respecto a x. y b es
la interseccion con el eje vertical o valor de y cuando x = 0.



Ejercicios de la seccidn 2.1:

De las siguientes ecuaciones ver que grafica le corresponde de la figura
siguiente:

L.
a) y=x-4
b) -2x+3=y
c) 4=y
d) y=-3x—-4
e) y=x+5
f)y y=lax
Figura:

=
o
< 3

=
-
< )

Py N

N
7

I1. De la siguiente taba de valores encontrar una ecuacion lineal:

X152 5354|5556
Y 27.8(29.2]306(32.0|334




Solucion:

Ay=Kal

Ay=1.4

k=1.4=14
y=mx + b

y= 14x+b

b=y - 14x
b=27.8—-14(5.2)=-45
b=14x—45

[I1. Una ecuacién de linea es 3x + 4y == -12. Hallar la longitud de la porcién de
la linea que esta entre X y y interceptada.

1.2.2 Funcion exponencial.
INCREMENTO DE POBLACION.

Consideraremos los datos para la poblacion de México en los inicios de los
ochentas, en la tabla siguiente.

Aiio Poblacion | Cambio en la poblacion

en millones {(millones)
1980 67.38 80-81 L.75
1981 69.13 81-82 1.80
1982 70.93 82-83 1.84
1983 72.77 83-84 1.89
1984 74.66 84-85 1.94
1985 76.60 85-86 1.99
1986 78.99

ESTIMACION DE LA POBLACION DE MEXICO EN 1980-1986

Se ve como es el incremento de la poblacién, asi como el valor del incremento
de la poblacién de afio en afio mostrado en la cuarta columna. Si la poblacion
tiene un incremento lineal, todos los niumeros en la cuarta columna tendran el
mismo valor. Pero usualmente las poblaciones se incrementan, hay mas gente
al tener més bebés, no es sorprendente ver que el valor de cada medida en la
cuarta columna se incrementa.



Supongamos que dividimos la poblacién del afio reciente entre la del afio
previo, obtenemos aproximadamente:

Qoblqciomi%l _ 59.131n1110f1§§: = 1.026

poblacion1980  67.38millones

poblac:qnl 982 _ 70.93millones = 1.076

poblaciénl 981  69.1 3millones

El factor obtenido por los célculos es 1.026 que nos muestra el incremento por
alrededor de 2.6% entre 1980 y 1981 y entre 1981 y 1982,

Si ta realizas calculos similares para otros afios t puedes encontrar el
incremento de poblacidn por un factor de alrededor de 1.026 o 2.6% cada afio.
Cada vez tienes una constanie como factor de crecimiento (aqui 1.026), tienen
un crecimiento exponencial. Si t es el nfimero de afios desde 1980,

Cuando t= 0, Poblacién = 67.38 = 67.38 (1.026)°

Cuando t=1, Poblacion = 69.13 = 67.13 (1.026)"
Cuando t =2, Poblacion = 70.93 = 69.13 (1.026) = 67.38 (1.026)*
Cuando t =3, Poblacion = 72.77 =70.93 (1.026) = 67.38 (1.026)°

Poblacion = 67.38 (1.026)"

Esta es una funcién exponencial con base 1.026, esta es llamada exponencial, t
es el exponente, la base representa el factor por el cual se incrementa cada
afio.

Ejemplo:
Estime la poblacién en México en el afio:
a) 2007 (cuando t =27)

b) 2034 (cuando t = 54)
¢) 2061 (cuando t = 81)



Solucidn:

a) P=67.58 (1.026)7=134.74 ~ 67.38 (2) millones
b) P=67.38 (1.026)"=269.46 ~ 67.38 (4) millones
¢) P=67.38(1.026)"= 538.85 ~ 67.38 (8) millones

Observando los resultados del ejemplo, podemos ver algunas cosas
sorprendentes, después de 27 afios la poblacion es el doble, después de otros

27 afios en (t = 54), se tiene el doble otra vez. La poblacion mundial se pobla
cada 38 afios.

P(poblacién millones)

P=67.38 (1.026)'

{ {afios) hasta 1980

10 20 3¢ 40 30 60

En general, P es una funcién exponencial de t con base a, es decir:

P= Pa'
Dénde:

P, = Es la cantidad inicial (cuando t = 0)

A = Es el factor por el cual P cambia cuando t incrementa con a > o
ya=l.

Veamos un ejemplo usando la regla de tres: Tonos musicales.

Los tonos de una nota musical son determinados por la frecuencia de la
vibracidn causada. La diferencia media o promedio c en el piano, por ejemplo,
corresponde a una vibracion de 263 ciclos por segundo. Una nota de una
octava tiene aproximadamente media C de 526 ciclos por segundo, y una nota
de dos octavas tiene aproximadamente media C de 1052 ciclos por segundo.
Ver la tabla siguiente:



Nitmero n de octavos con media aprox. C

Nimero de ciclos por seg.

0 263
1 526
2 1052
Notese que:
3265 & 1925 2104 . 5
263 526 1052

Asi podemos ver que:

f(1) = 526 = 263%2 = 263*2!

f(2) = 1052 = 526%2 = 263%2?

f(3) =2104 = 1052%2 = 263%2°
En general:

V = f(n) = 263*2"

Para cada valor de n (numero de octavas), se tiene un valor de V (niimero de

ciclos por segundo) i.e. V =1f{(n) con f(n) = 263%2",

Para valores negativos de n en la tabla siguiente esta funcién representa
octavas debajo de la media C. Loas notas en un piano son representadas por
valores de n entre -4 y 4, y el oido humano escucha para valores de n entre -4

v 7.
n V = {(n) =263*2"

-3 Ao 13 _
263*%27°=263 23J =32.875

-2 - 1
263*27= 263 5 =67.75

-1 ‘ 1
263*%2°'=263 2)& 131.5

0 263%2%= 263




V {Tono en ciclos por segunde)
F(x}=263*2"

3000

2500

2000

1032 incrementadadea=2a x=3
1300

$ 326 incrementadox =1l ax=12

x octavas con media aprox C

Reglas para manipular exponenciales:
1. a“ea’=a"™ porque, por ejemplo, 2% ¢2°=(2 ¢2 2 ¢2) (2 ¢202)=2"

9 Cl‘ =g ¥ porque por ej emplo %4 = 2_.2__-:_2_._2 = 2 4
o ’ A 2ele2

3. (a"‘)m a™ porque, por ejemplo, (23)2= 2762 =26
Definimos también:

1 |
1. a’=1, a”'= - yengeneral, a™= —
L4 [

2. a"*= g, a'? = /a yengeneral, a'"" ="qg

Ejercicios:

1) Cada una de las funciones en la tabla es creciente, pero cada
crecimiento es diferente. ;Cudl de las graficas representa mejor a cada
funcién?



T] e® [t] n® | ¢ k(t)
I 23 1 10 1 2.2
2 24 21 20 2 2.5
3 26 3 29 3 2.8
4 29 41 37 4 3.1
5 33 5 44 5 3.4
6 38 6 50 6 3.7
a) b) ¢)

2) Para cada problema 3, 4, encontrar una formula para las funciones
representadas por los datos:

3)

X 0 | 2 3
f{x) 4.30 6.02 3.43 4.80
4
t 0 1 2 3

g(t) 5.50 4.40 3.52 2.82




3) Encontrar posibles funciones para las gréficas siguientes:

Y a) Y b)
\ (2,18)
(2,12)
3
S (1.6)
= X
Y c) Y d)
\
4
(-1.8)
(1,2 (1.2}
\_
-

4) Cuando los juegos olimpicos se realizaron en la ciudad de México en
1968, hubo mucha discusién acerca del efecto causado por la altitud
(734 pies ~ 2450 metros) sobre los atletas. .a presién del aire recae
exponencialmente a 0.4% cada 100 pies ~ 35 metros. ;Qué porcentaje
se reduce la presién del aire para el movimiento al nivel de la ciudad de

México?
1.2.3 Logaritmos
Ilustremos el concepto de logaritmos por medio del siguiente ejemplo:
Una funcién para la poblacion de México (en millones) es:

P = f{t) = 67.38(1.026)" (la poblacién en funcion del tiempo).

T es el nimero de afios desde 1980. 67.38 millones en 1980 y crece al 2.6% al
afio. Ahora queremos encontrar el valor de t para lo cual la poblacién llega ha

ser 100.



Encontrar t mediante ensayo y error en la funcion de poblacién.
P=1{(15)=67.38 (1.026)" =~ 99.0
P=1(16)=67.38 (1.026)" ~ 101.6
. testadentre 15 & 16.

y se le suma a 1980 + 15 = 1995, dénde la poblacién llega a 100 millones.

Pero seria mejor tener una funcion que de t en términos de P. Esta funcién es
el logaritmo.

Definicion: El logaritmo base 10 de x es la potencia de 10 que necesitas para
tener X. Es decir, log ,x =y, entonces 10’ =x.

Ejemplo:
log,,10°= 3. Donde 3 es la potencia de 10 para tener 1000.
Ejemplo:

log,,(0.1) = -1 porque 107 = i%:o.}

Regla de logaritmos:
1) log (AB)=log A +logB
2) log (A/B)=1log A~ log B
3) log(A")=Plog A
Como logaritmo x es la potencia de 10 dénde x se justifica lo siguiente:
log 10*=x

10" =x



Ejemplo: Encontrar t cuando 2= 7.
Tomemos logaritmo base 10:
Log (2)'=log7
t=log 2 =log 7 entonces t (0.301) = 0.845

Entoncest = 0.845_ 281

0.301
Ejemplo:
Resolver 100 = 67.38 (1.026)
Usando logaritmos; dividir la ecuacion entre 67.38, y tenemos que:

100 _ 67:38 1 026)" entonces 1.484 = (1.026)"
67.38 67.38

Aphcar logaritmo base 10 a ambos lados:
log (1.484)=log (1.026)' entonces:
log (1.484) =1 log (1.026) entonces:

¢ = 10g(.484) _ 01714339

log(1.026) 0.0111473

Nota : Los logaritmos no siempre pueden ser usados para encontrar
exponentes. Algunos ejemplos solo pueden ser numéricamente o mediante el
uso de grdficas.

Ejemplo:

Resolver 1 + x=2°

Aplicar logaritmo base 10 a ambos lados:



log (1 +x)=1log (27)
log(1+x)=xlog2
log (1 +x)=x(0.30)

Se puede adivinar que x= 0, 1 satisfacen la ecuacion, también lo podemos ver
graficamente:
1+X

-

-1 1

Graficamente se ve que 0y 1 son soluciones de la ecuacion.
Ejemplo:

Resolver 1 +x=5"

Z -1 0.6 1

Aqui los logaritmos no tienen ayuda y el adivinar no es tan facil, X=0enuna
solucion. Y de la grafica se reduce otra X = -0.65.

Ejercicios de la seccion 2.3

1) En los siguientes problemas encontrar el valor de t usando calculadora o
graficas para visualizar las soluciones.



2) Aplique las propiedades de los logaritmos y encuentre el valor de t.

a) 5=7

b) 2 =(1.02)

c) 7 e3'=52"

d) 5.02 (1.04)'=12.01 (1.03)'
e) a=b’

fy P=P, a

g) Q=Q,a”

h) P,a'=Q, b’

Simplifique hasta donde sea posible los siguientes problemas, usando las
propiedades de los logaritmos:

i) log A* +logB—Ilog A—logB*

log o

i) 2log «-3logB- =

oC

k) logd-logd
log B—-1/2logB

1) log (10™7)

m) La poblacidén de una region crece exponenciaimente. Si ahi hubo
40,000,000 de gente en 1980 (t = 0) y 56,000,000 en 1990.
encontrar una expresion de poblacion en funcién del tiempo ¢
para el cual la funcion de poblacion llegue al afio 2000 ;Cual seréd
la poblacion en el afios 20007



1.2.3.1 Logaritmo natural: Logaritmo para base &.

Muchos fenomenos que ocurren en la naturaleza son modelados usando una
funcidn exponencial con base e.

El crecimiento de la poblacién puede ser escrita en la forma:
P=P, e"

Mientras que el decaimiento radiactivo esta dado por:
Q=Q,e*

Los logaritmos para base e son usados tan frecuentemente que son llamados
logaritmos naturales y tienen su propia notacion.

El logaritmo natural de X, escrito /n x, se define como el minimo camino para
alguna otra base, es decir;

Lnx=log, x=C de otra forma:
e =X

Asi In x es la potencia de e necesaria para obtener x. Las reglas para el
logaritmo natural son las mismas para el logaritmo base 10.

4) n(AB)=inA+nB
5) In(A/By=InA-InB
6) In(A’)y=PInA
Y como antes in 1 =0 porque e’=1
Ejemplo:
El desprendimiento de floro carbono usado en pulverizadores caseros

(polucrizadores de aire, crema de afeitar, etc.)destrozan el ozono en la capa
atmosférica. Si la centricidad de ozono Q, esta decayendo exponencialmente



en una taza contintia anualmente de 25%. ;De qué largo se tomaria para medir
la dispersion del ozono?

Solucién:
SiQ es la cantidad inicial de ozono sabemos que:
Q o Qo o ~0002s1

Queremos encontrar el valor de T, el valor de t haciendo:
O Q 00257
Q pron :52 como 30": Qo e 0.00257
Hablando del logaritmo natural;
In @: -0.0025 t

-0.6931 =-0.0025 ¢

t = 277 afios.
En el ejemplo pasado el crecimiento fue dado sin embargo en muchas
situaciones donde esperamos encontrar una tasa de crecimiento exponencial
no es dado como en el siguiente ejemplo:
Ejemplo:
La poblacion de Kenia fue de 19.5 millones en 1984 y 21.2 millones en 1986.
asumiendo este crecimiento exponencialmente encontramos una férmula para
la poblacion de Kenia como funcién del tiempo:

P=P,e“=19.5¢" Dénde:

P,=19.5 es el valor inicial de P.



Encontramos k usando el factor de que P = 21.2 cuando t = 2, asi:
21.2=19.5 e
Para encontrar K dividimos ambos lados por 19.5, dénde:

1.087 = 212 e
19.5

Ahora tomando el logaritmo natural:

In (1.087)=In (¢¥)

Usando la calculadora y el factor de que:

In (e”‘ ) = 2k, asi encontramos que, 0.0834 =2k .k ~ 0.042 o cerca
de 4.2% . Después:

P=19.5 "™
Estos datos muestran que la poblacién de Kenia es creciente continuamente en
4.2% anual, consecuentemente el mds rapido en el mundo dénde se elige para
expresar la poblacion de Kenia en la forma:

P=P, e
Sin embargo podriamos igualmente tener escrito:

P=P, a" y resolver para a.

Como antes algunos problemas exponenciales pueden ser dados con o sin €l
uso de e.



Ejercicios de la seccién 2.3.1

1) Construir una tabla de valores para x = 1....... 10 comparar los valores de
f(x) = log x & g(x) = In x use los valores para comparar ambas
funciones.

2) Resolver para t usando el logaritmo natural:

a) a=be’

b) P=P, e~

c) Ael=eh

d) Ce='=be '

3) En 1986 la poblacién de Costa Rica fue de 2.5 millones, asumiendo que
la poblacion esta creciendo en una tasa continua del 2.8% al afio.

a) Expresar P como una funcién de t.
b) En que afio llegara la poblacion a 5 millones.



CAPITULO I1I.
CONCEPTOS CLAVES: LA DERIVADA.
2a. Razones de cambio
Para iniciar imaginemos un automovil que realiza un cierto recorrido desde

una ciudad A hasta una ciudad B. Y que, cada hora, se anota la distancia
recorrida. Los datos pueden ser ordenados en una tabla como la siguiente:

Tiempo (h) Distancia en (km)

0
15
110
200
2440
300
390
480
570
600

OO0~ N s W R O

La tabla nos muestra que cuando el tiempo es 0, la distancia recorrida es 0,
para cada hora el recorrido del automdévil es de 15 km. Al cabo de dos horas a
recorrido 110 km., es decir, durante la segunda hora recorrié 95 km., en la
tercera hora, 90 km., pero en la cuarta y quinta hora solamente avanzo 40 y 60
km., respectivamente.

Los motivos por los cuales se recorren diferentes distancias para un mismo
intervalo de tiempo. , pueden ser muy variadas, quizd, el conductor se detuvo
a comer o habia demasiado trafico, tal vez el camino estaba en pésimas
condiciones antes de llegar a la ciudad B. La tabla la podemos representar
graficamente.



D(KM}

600

500

400

300

200

130

t(h)

Si queremos conocer la velocidad total entonces recordemos que V = dft,
donde la velocidad media la podemos encontrar como:

Velocidad media = 48tanciarecorrida _ 600Km _ oo 7y
lrempo

Pero también podemos calcularla para distintas partes del recorrido. Para las
tres primeras horas tenemos:

v = 208m _ 66 7kmh

3h
Que coincide con la anterior, ahora para las tres Gltimas horas tenemos:

_ _600Km ~390Km _ 2
Oh—6h

Vv

19 K m/h = 70Km/h
3

Que ya no es la misma que en los costos anteriores. Aunque el método para
calculas las velocidades promedio o medida ha sido la misma, es decir:



. . distanciarecorridaenit, .t X, — X
Velocidad media= " hotl o %=X

duraciondeft|,1,} iy =t

Dénde x, y x, son las distancias desde la ciudad A al punto donde se
encuentra e] automovil en los tiempos t, y t, respectivamente. Dénde t, > t,
en general pues si t,=1t, entonces la divisidn esta indeterminada.

Ahora veamos graficamente lo que ocurre:

D(KM)
C
600 A A
500 210
v
400 A B
A< »
. :
300 3
®
600
200 . 390
100
]
ithy
Y
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Si queremos calcular la velocidad media durante el intervalo [6,9]. En el
triangulo rectangulo ABC, el lado AB corresponde a un tiempo de tres horas,
y BC corresponde a una distancias (600-390)Kim, entonces:

Velocidad media = zlgfm = 70Km/h = i;x velocidad media

. . X,—X
y en general velocidad media = —-f—--—;—-l
274



2b. Necesidad de la velocidad promedio y la velocidad instantinea.

Para la velocidad promedio o media hemos visto en la seccidn anterior como
podemos obtenerla para diferentes intervalos, una indicacion burda para las
velocidades a las cuales viaja el automévil durante su recorrido, por ejemplo,
el automovil tardd 1 hora en recorrer los primeros 15 Km. Ahora bien
(Mantuvo una velocidad més o menos constante de 15 Km/h o se movid
durante una media hora a razén de 30 Km/h y perdié otra media hora
esperando los cambios de luces en los cruces?.

Los datos de la tabla no nos permiten informacion para responder estas
preguntas, por lo cual necesitamos una tabla mas detallada; por ejemplo, una
tabla que expresara, minuto a minuto, la distancia al punto de partida, por
gjemplo:

Tiempo (min) | Distancia(Km)

0 0

I 0.1

2 0.35

3 0.6

4 0.6

5 0.6
60 15.0

De donde parece que hubo una congestién del trafico a 0.6 Km del punto de
partida. Usando esta tabla podemos calcular las velocidades medias igual que
antes, por ejemplo:

La velocidad promedio durante el tercer minuto fue de 0.25 Km/Min. Esto es,
15 Km/h. Pero una vez mas tales velocidades dan una idea muy basta de la
realidad indicada por el velocimetro. ;Fue la velocidad mas o menos de unos
15 Km/h durante todo el tercer minuto, o hubo una aceleracion alta durante los
primeros segundos, seguida de una frenada brusca?. Supuesto que son las
interrupciones del transito las que causan los periodos de inmovilidad, la tabla



nos dice cuando ocurren; sin embargo, nada nos informa sobre el uso que se
hace de los frenos.

Para conseguir ese tipo de informacién habria que tomar menores intervalos
de tiempo, probablemente una tabla que mostrara las distancias recorridas
durante cada segundo. Seria adecuado para ello, por ejemplo:

Tiempo (seg) Distancia(Km)

150 570

151 585
152 595
153 600

La velocidad media durante el intervalo de un segundo [150,151) es 15m/seg
= 54Km/h; durante el intervalo siguiente es solamente 10m/seg y en el
siguiente, es Sm/seg, lo que indica una frenada o una colision.

Si seguimos este proceso cada vez nos aproximamos cada vez mas a la
realidad del recorrido total es pues factible, pensar que se pueden encontrar
siempre intervalos mds pequefios para que la velocidad media correspondiente
a ese intervalo satisfaga las preguntas relacionadas con el, por lo que nos
vemos en la necesidad de que en lugar de ajustar los intervalos a las preguntas,
pudiésemos tener una definiciéon que garantice que satisfard todas las
cuestiones que se hagan, por lo que nuestro intervalo se estaria reduciendo con
cada restriccion hasta que fuese practicamente cero. Nuestro intervalo,
entonces estariamos hablando de una velocidad instantanea.

Veamos ahora un segundo ejemplo:
Nosotros podemos observar como es la rapidez de un pequefio objeto cuando

es lanzado, hacia arriba en donde practicamente el objeto, serd analizado en
tres fases, cuando sube, cuando baja y cuando cae.



Sea la tabla de datos:

Tiempo (seg.) Altura (metros)

0 6

1 90
2 142
3 162
4 150
5 100
6 30

Donde vemos que pasara el primer segundo 90-6 = 84 metros.
Para e] segundo siguiente el objetivo viajara Ginicamente 122-90 = 52 metros.

En consecuencia el objetivo viaja sobre el primer intervalo 0 <t < 1, el
segundo intervalo 1 <t <2, entonces como:

Nosotros podemos decir que la rapidez promedio sobre el intervalo 0<t<] es
de 84 metros/segundo, en el segundo intervalo es 52 metros/segundo.

Sobre esto ahora nosotros podemos hacer una distincion entre velocidad y
rapidez. Supongamos un objeto moviéndose a lo largo de una linea, si fijamos
una direccién positiva, la velocidad es positiva si es en la misma, y negativa si
es en la direccién opuesta, rapidez es la magnitud de la velocidad.

L.a velocidad promedio de un objeto sobre el intervalo a <t <b es el cambio
neto en la posicién durante el intervalo dividido por (b — a).

Ejercicio 1: Calcule la velocidad promedio del objeto sobre el intervalo
3 <t <4 ;Cudl es el significado del signo de la respuesta?



Solucion:
(150-162) = -12 metros.

2¢. Visualizacion de la velocidad

Y{m) A

A

veloeidad cero

[——b

C

w2y —y(1) F

80
movimiento ———p 4 Mmovimiento
hacia arriba hacia abajo

40 G

A > i(seg)

Como ahora nosotros podemos visualizar la velocidad promedio sobre esta
grafica consideremos el intervalo 1 <t <2y la expresion:

R s _r _ o

Tiempo requerido 2-1 1

52m/s.

Tal como se esperaba, ahora y(2) - y(1) es el cambio en la altura sobre el
intervalo, o la distancia recorrida la cual se marca verticalmente sobre la
grafica.

El uno en el denominador es el tiempo requerido y es marcado
horizontalmente en la grafica. De todo esto:

. . Distancia recorrida _ . .. ., ,
Velocidad promedio = = — "= inclinacidn de la linea BC.
‘ Tiempo requerido

La siguiente pregunta seria: ;Como podemos visualizar la velocidad en un
instante?. Lo que equivale a preguntarse como se puede ver la velocidad
instantanea.



Yy 6 1)

Inclinacién = velocidad
promedio 1<<2
Inclinacién = velocidad
™A T

promedio 1 <¢<3.5

Se han graficado las velocidades promedio o inclinaciones (pendientes) para
dos intervalos con punto inicial ent= 1.

Si se empieza a reducir el intervalo, es decir si se toma t para valores muy
cercanos a 1 entonces las lineas secantes se estaran aproximando cada vez mas
a la curva en un punto centrado de interés. Llamémosle P, graficamente
tenemos que:

y{)

Tangente = tangente de la
Curvaen P,

Ahora curva aproximadamente
Una linea.

Curva

Esta linea es aproximada por pequefios segmentos de linea, donde la pendiente
de esta linea amplificada es la llamada velocidad instantanea. Entonces
podemos decir que la tangente o pendiente de ésta linea amplificada, es la
pendiente en el punto P para la curva, es decir:

La velocidad instantanea es la pendiente de la curva en el punto.

Observacion: podemos ver que para este caso la altura es funcién del tiempo.
En el punto B la curva tiene una mayor pendiente positiva indicando que el
objeto va hacia arriba mas rapidamente; para el punto D es el mayor punto de
altura para el objeto, en este caso la pendiente es igual a cero y el objeto se
encuentra a punto de iniciar el regreso a tierra. En el punto E la curva tiene



v} 6 r{x}

Inclinacion = velocidad
promedio i<t<2

Inclinacion = velocidad
AR promedio I <t<3.5

Se han graficado las velocidades promedio o inclinaciones {pendientes) para
dos intervalos con punto inicial ent = 1.

S1 se empieza a reducir el intervalo, es decir si se toma t para valores muy
cercanos a | entonces las lineas secantes se estaran aproximando cada vez mas
a la curva en un punto centrado de interés. Llamémosle P, graficamente
tenemos que:

y {t)

Tangente = tangente de la
CurvaenP.

Ahora curva aproximadamente
Una linea.

Curva

Esta linea es aproximada por pequefios segmentos de linea, donde la pendiente
de esta linea amplificada es la llamada velocidad instantdnea. Entonces
podemos decir que la tangente o pendiente de ésta linea amplificada, es la
pendiente en el punto P para la curva, es decir:

La velocidad instantanea es la pendiente de la curva en el punto.

Observacion: podemos ver que para este caso la altura es funcién del tiempo.
En el punto B la curva tiene una mayor pendiente positiva indicando que el
objeto va hacia arriba mds rdpidamente; para el punto D es el mayor punto de
altura para el objeto, en este caso la pendiente es igual a cero y el objeto se
encuentra a punto de iniciar el regreso a tierra. En el punto E la curva tiene



una pequefia pendiente negativa, indicando una lenta velocidad de descenso.
Finalmente la pendiente de la curva en el punto G es la mas grande de las
pendientes negativas, indicando una mayor velocidad de descenso.

La definicion precisa de velocidad (instantanea y promedio).

Ahora si hacemos un analisis de lo visto, hasta aqui podemos definir la
velocidad promedio de una manera natural. Si vemos la velocidad promedio
alrededor de un punto t, tomando cada vez intervalos mas pequefios vemos
que la velocidad promedio “converge”. Como Y (t) es la altura y si tomamos
el intervalo a<t<b entonces:

Cambioenlaaltura _ y(b) — y(a)

Velocidad promedio = :
Cambioeneltiempo b-a

S1 nosotros estamos interesados en observar la velocidad instantinea en t = a,
entonces podemos tomar intervalos cada vez mas pequefios alrededor del
punto t = a, podemos considerar intervalos de la forma a <t <a+h donde h es
el lado del intervalo, entonces sobre el intervaloa<t<a+h:

Velocidad promedio = (a+ h}z —y(a)

Ahora recordemos que antes dijimos que la velocidad instantdnea es el
niumero hacia el cual se aproxima por intervalos decrecientes en el lado, es la
velocidad promedio, es decir; cuando h viene a ser muy pequefia, entonces la
velocidad instantdnea en t = a es:

El limite cuando h se aproxima a cero de X((Hl?—y(wa)
1

Finalmente introducimos un pequefioc cambio para economizar la escritura:
sustituiremos la frase el limite cuando h se aproxima a cero por:
Lim

h— 0



De donde finalmente nuestra definicion queda:

Velocidad instantanea = lim

ent=ag

Wa+h) - y(a)
h
b0

Observacion: Estas definiciones son las fundamentales para el resto del
curso, nosotros no nos debemos confundir con la notacidn, el intervalo cada
vez puede ser mas pequefio alrededor de a pero nunca sera cero.

El objetivo para esta seccidn es que el alumno pueda comprender a través de
practicas como las mostradas, como se genera el concepto de velocidad
promedio y aceleracidn instantdnea. ( comprensidn, computo, analisis).

Ejercicios para esta seccidn:

1. Encuentre la velocidad promedio sobre el intervalo 0<r <0.2 y estime la
velocidad en t = 0.2 de un carro cuya posicion esta dada por la tabla:

T (seg.) D (m.)
0 0
0.2 0.5
0.4 1.8
0.6 3.8
0.8 6.5
0.10 9.6

2. Una pelota es lanzada hacia arriba y la altura esta dada por la funcion

Y(t) =
a.

b.

F(t)=-16t*+ 50t +36.

En que intervalo se alcanza la mayor altura.

Cual es la velocidad promedio de la pelota para el primer
segundo.

c. Aproxime la velocidad de la pelota para t = 1 segundo.
d.

Grafique la funcion y diga como varia la pendiente.
Use la grafica para decidir en que tiempo t se tiene la mayor
altura.



- Un auto conducido a velocidad constante. Muestre graficamente la
distancia recorrida por el auto como funcién del tiempo.

(%)

4. Un auto es conducido con una velocidad creciente, dibuje una posible
grafica para la distancia recorrida como funcién del tiempo.

5. Un auto avanza rapidamente, luego desciende su velocidad; muestre una
posible grafica para la distancia como funcién del tiempo.

o

. Para la funcién mostrada en la figura, diga en que puntos de la curva la
pendiente es positiva o negativa, cuales puntos tienen la maxima
pendiente positiva o negativa:

\vJ

7. Para la grafica siguiente, arreglar las siguientes pendientes en orden

creciente:
y=f(X)

8. Supodngase s = {{t) representa la distancia de una particula de un punto
como funcion del tiempo t, muestre un posible grifica para f, si Ia
velocidad promedio de fia particula entre t = 2 y t = 6 es igual a la
velocidad instantaneaent=5



2.1. La derivada

La seccion anterior nos dio ciertos resultados que ahora vamos a aplicar a
cualquier funcién denotada por Y = £ (x), la cual no necesariamente tiene que
ser distancia o altura en funcion del tiempo, para el caso de la altura se tiene
que:

wa+hy- y(a)
h

La cuédl es el cambio en la altura dividido por la longitud de un pequefio
intervalo de tiempo, ahora podemos considerar el caso general:

flath-fa)
h

Para alguna funcion f esta razon es llamada el cociente de una diferencia, que
podemos preguntar que es lo que nos representa el numerador, f (at+h)- f(a)
mide el cambio en f durante el intervalo de a @ a+h, entonces:

fla+m)—-fla) _

; Promedio del rango de f sobre el intervalo a a a+h
2

Esta razon compara el cambio en los valores de la funcién f (x), con h, el
cambio en X, si un pequefio cambio en x produce un largo cambio en f(x), esta
razén puede ser grande; si un pequefio cambio en x produce un pequefio
cambio en f (x), la razén puede ser pequefia.

Ejemplo 1:

La funcidn r en funcién del volumen de una esfera, donde r es el radio de la
esfera esta dada por la férmula:

Calcular el cambio de la razén de la velocidad promedio de r con respecto a v
sobre los intervalos 0 <v<1lyl<v<2,



Solucion:

Razon de cambio promedio

] -‘f3
del radio para 0 <v < | S "@ilili(-??-z (43) ~0=0.62.....
. ¥
Razdn de cambio promedio
E a 2173
del radio para 1 <v <2 = T =) (6) —(J) =0.16....
1 4 4

Como se puede ver, la razén puede decrecer cuando el volumen se incrementa.
Nuevamente cuando escribamos esta razon de cambio tenemos que:

Razon de cambio de f

Sfla+h)~ f(a)
h

en el punto a = [im

h—- 0

La razon de cambio de f en el punto a es llamada algunas veces la razén de
cambio instantdnea de f en a. Este numero es muy importante y se la da un
nombre especial, la derivada de fen a y se denota por £(a), entonces:

Laderivada de fen a es:

Py = fim @D~ 1@
I

h—0

Ejemplo 2:

Estime la razon instantanea del cambio de radio de una esfera respecto al
cambio en el volumen en v = 1, para h pequefios.

Solucion: Conh=0.01 yh=-0.01

rdO0h)-rd) 02061 y 0.99) -rd) 0.2075
0.01 -0.01

conh=0.001 y h=-0.001



0.001 - 0.001

= 0.2069

los resultados de estos valores sugieren que el limite es entre 0.2067. si
seguimos dando otros valores a h nosotros confirmaremos esto.

Ahora veamos la utilidad de nuestra definicion de derivada y lo practica que
resulta respecto al caso anterior (ejemplo 2).

Ejemplo 3:

Encuentre la derivada de la funcion f (x) = x? en el punto x = 1.

Solucidn: (1) = f(Hh;_fﬂ) se tiene que:

h— 0

. 1+2B+R -1 _ . 2h+ ki
lim el iy e

,_12:

h h
h—Q h— 0 by ()

Ahora como sefialamos en una observacion previa, h puede ser muy pequefio
pero nunca cero, puede tomar valores tan pequefios como (0.1, 0.01, 0.0001,
etc.) si se hacen los célculos, o otra alternativa es dividir entre h en la

5

. 2h+h ‘s - Y
expresion ~- w una operacion valida, para encontrar el limite Unicamente

examinamos valores cercanos pero nunca igual a cero. Nosotros obtenemos:

h— 0 h— 0

Doénde este limite es claramente igual a 2 en x = 1, por tanto la razén de
cambio de k es 2.

¢ Como podemos pensar el resultado de que la derivada sea igual a 27,

I.a derivada es la raz0n de cambio, nos dice que para pequefios cambios en x,
se producen cambios en f (x) = x* como un ejemplo, si x cambia de 1 a 1.1,
un cambio neto de 0.1, f (x) puede cambiar por alrededor de 0.2, mostrémoslo
graficamente:



Grafica de f(x) =x* cerca de x = 1 tiene pendiente x*.

f{x)=x2

] i1

amplificada

Pendiente = 2

Ahora mostremos la derivada de f (x) = x* numéricamente, notemos que cerca
de x = 1, cada tiempo el valor de x se incrementa por 0.001, los valores de x>
se incrementan aproximadamente por 0.002, entonces cerca de x = 1 la gréafica

es aproximadamente lineal con pendiente 8002

X X? Diferencia en
valores de x?
(0.998 0.996004
0.999 0.998001 0.001997
1.000 1.000000 0.001999
1.001 1.002001 0.002001
1.002 1.004004 0.002003
X incrementa Todos son aprox.
en 0.001 0.002

Tabla de valoresde f {x) =x ? cercadex=1.




Visualizacion de la derivada:

Como con la velocidad, nosotros podemos visualizar la derivada £(a) como la
pendiente de la grafica de f en a, considerando el cociente de la diferencia

f(a+hh)-f(a) , el numerador, f{a+#)- f(«) es la distancia vertical marcada en

la figura y h es la distancia horizontal, tenemos la razén promedio de cambio
def=1 (a m%----;;)“f () _ pendiente de la linea AB.

Pendiente = razdn promedio de cambio

wr. laxh)-1(a)

h

fla+h)-7(a)

Pendiente de 1angfi:i<i-=-/' .4
derivada = f"(a)

Y
Y

a a+h

Como h viene a ser muy pequefia, la pendiente de la linea AB viene a ser la
pendiente de la curva en A 6:

Razon de cambio instantidnea de f = derivada = lim / (a+hh)—f (a)= Pendiente

de la curva en A, h— 0

Alternativamente, observe que como h es muy pequefia, la linea AB viene a
ser tangente a la curva en A, donde podemos visualizar:

La derivada es la pendiente de la linea tangente en A.

La interpretacion de la pendiente es muy Util para obtener informacion acerca
de la derivada como lo muestra el siguiente ejemplo:



Ejemplo 4:

Encuentre la derivada de £ (x) =2* en X = 0 graficamente y geométricamente:

Linea tangente

Pendiente = 1

Pendiente = 4 >

Solucidn:

Gréficamente si tomamos una linea tangente a 2* en x = 0 ¥ i tomamos otros
segmentos como BA y AC podemos ver que la pendiente se encuentra entre %
y L.

Numéricamente: aqui emplearemos el cociente de la diferencia en x = 0

flo+h)-flo) 2"-2° 2"~
h Y

Como h es pequefio hagamos una tabla de valores:

h 2% Diferencia del
cociente 2" —~1/4
-0.0003 0.999792077 0.693075
-0.0002 0.999861380 0.693099
-0.0001 0.999930688 0.693123
0 1
0.0001 1.00006932 0.693171
0.0002 1.00013864 0.693195

0.0003 1.00020797 0.693219




Como h toma valores tanto positivos como negativos vemos que por ambos
lados se aproxima la derivada alrededor de 0.6931 en x = 0.

La derivada esta entre 0.693123 v 0.693171.

Ejemplo 5:

(Es la derivada de sen x en x = 7 positiva o negativa?

Solucidn:

senx

2r

pendiente negativa

Ejemplo 6: Por aproximacidn sobre el punto (0,0) sobre la grifica del seno
estime la derivada del seno de x en x = 0.

Solucion:

senx

/N

senx

56N X

L

-
2

y ]

"/

0.1

Sobre el intervalo -0.1 <x<0.1, la grafica muestra que la derivada se

aproxima a 1.



Ejemplo 7:
Encuentre la derivada de f(x) =x’+1 en x = 3 algebraicamente:
Solucion:

Otra vez empleamos el cociente de la diferencia:

FB+h)-fB) _B+h) +1-10 _9+6h+h* -9 _6h+h

h h 9 h

Si recordamos que h no puede ser cero, podemos dividir entre h y obtenemos:

£(3) = lim -§ﬁ--§f?-f-1im6 +h=6

k> 0 h— 0



El objetivo para esta seccidn es que el alumno visualice el concepto de
derivada y que graficamente y numéricamente lo pueda representar.
( comprension, computo, analisis).

Ejercicios para la seccion:

1. Sobre la grafica mostrada en la figura para y = f (x) y tomando h > 0
marque las siguientes expresiones:

a. f(x)

b. f(x+h)

c. f(x+th)-f(x)

d. h

e. Usando los incisos de la a) a la d), compruebe si puede

representar la cantidad / (x”;)mf (x) como la pendiente de una
i

linea sobre la grafica:

e

[
»

2. De manera similar para la siguiente figura:

3. Pruebe que puede representar lo siguiente sobre la figura:

a. f£(4)
b. £(4)-f(2)



c. 78)-70)

5-2
q /@

Y =1{(x)

[¥5]

5]

4. Empleando la figura del inciso 3. ordene en ascenso las siguientes
expresiones:

0, 1, £7(3), £(3)-£f(2)
5. Refiriéndose a la figura de la grafica k (x) conteste lo siguiente:

a. ¢Entre cudl par de puntos consecutivos es el cambio de la razén
promedio de k mds grande?,

b. (Entre cudl par de puntos consecutivos el cambio de la razén
promedio de k es cero?.

C. (Entre cual par de puntos consecutivos son las razones de cambio
de k aproximadamente iguales?.

K(Y)
A




6. Si f (x) = x*+4x. Estime f '(3) geométricamente, numeéricamente y
graficamente.

7. Para x’, emplee una tabla para estimar g ‘(2) y g *(-2).

8. Para f(x) = log x, estime f’(1), de la grafica de f (x).

9. Estime la derivada de f () =x" en x = 2.

10.Sea g (x) = /x y f(x) =k x?, dénde a es una constante:

a.

b.
C.
d.

Encuentre la pendiente de la linea tangente a la grafica de g en el
punto (4,2).

Encuentre la ecuacién de €sta linea tangente.

Si la grafica de f (x) contiene el punto (4,2), encuentre k.

Se interceptan en algin lugar las graficas con las tangentes.

Observaciones:

a. Cuando se habla de tangente no se entenderd como aquella que toca una
curva en un solo punto, puesto que una definicién tal resulta demasiado
restrictiva, puesto que una curva puede cumplir alguno de estos casos:

al) Una tangente.

a2) Dos o mas tangentes.

a3) Ninguna tangente.

a4) O que tal tangente intercepte en uno o mas puntos a una curva,

-

aly

/ .




L/ i
7

al} a4}

H
X

f{(x),...

¢. Para el calculo de la derivada pueden emplearse otros métodos pero que
esencialmente son los mismos, como el llamado de los cuatro pasos:

Sea: y=x*+3

1) (Y +AY)=(x+Ax) +3
Y+AY = x" + 2xAx+ Ax2 +3

Y4+AY =x> +2xAx+ Ax* +3
2  ~v-x-3

AV =2+ o

3) ar =2x+ Ax
AX

4) AX 5 0= AY ~Jx
Mf



2.2. La funcion derivada

Ya hemos visto la manera de obtener la derivada de una funcién en un punto
fijo, y vimos como da informacion cerca del punto. Ahora consideraremos
puntos arbitrarios e investigar que ocurre con la variacién de la derivada de
una funcion.

Primero recordemos que la derivada la podemos ver geogrificamente como
una linea recta que se mueve sobre la curva pero que son tangentes en algiin
punto, entonces al encontrar la derivada en un punto, nosotros encontramos la
pendiente de la linea tangente alli.

Ejemplo 1: Estime la derivada de la funcién dada por la grafica en x = -2, -1,
0,1,2,3,4,5.

inciinacion de la tangente = (-1)=2

b

-1

-2

-3

Solucidn:

De la grafica se puede estimar la derivada en cualquier punto, si se toma una
tangente en el punto deseado y trazando lineas paralelas a los ejes se puede
estimar la pendiente de Ia recta en ese punto.

Para x = -1, £ °(-1) ~2, notemos que la pendiente en x = -2 es positiva y muy
grande, la pendiente en x = -1 es positiva, pero pequefia, para x = 0 la
pendiente es negativa, podemos hacer una tabla:



X Derivada en x

)
)
S I

]
u—

Entonces vemos como la derivada depende del punto X, que se tome entonces:

La funcién derivada es:

h=20— 0

Para cada valor de x para el cual dicho limite exista, nosotros diremos que f es
diferenciable en ese valor x, vy si el limite existe para todo x del dominio de k,
diremos que es diferenciable en cada punto del dominio, o incluso podemos
pensar que es diferenciable en cada punto del dominio, excepto para unos
cuantos puntos aislados.

2.2.1. Propiedades de la derivada
a. Sif’ > 0 sobre un intervalo, entonces f es creciente sobre el intervalo.
b. Si f * < 0 sobre un intervalo, entonces k es decreciente sobre el

intervalo.

Ejemplo 2: Supongamos una grafica de la derivada de t, que se puede decir del
signo de la derivada en cada intervalo:



F* (1)

Solucidn:

Sobre intervalos donde f° (t) = 0, f no cambia y se dice que es constante, sobre
el pequefio intervalo donde £ (t) > 0, f es creciente, en el punto donde tiene
pico f* (t) toma su mayor valor.

Ejercicios:

1) En la grafica siguiente diga para que valores de x es:
f (x) mas grande.
f (x) mas pequefia.

f* (x) mas grande.
7 (x) mas pequefia.

o op

F(x)

Xy Xg

2) a) Si f(x) es par entonces {7 (x) es impar.
b) Sif(x) es impar entonces g’ (x) es par.

(Use argumentos geométricos).



2.3. Interpretacion de la derivada

Nosotros hemos visto que la derivada puede ser interpretada como una
pendiente y como una velocidad, ahora nos proponemos que a través de
algunos ejemplos pueda ser mas clara la interpretacion de la derivada.

Aceleracion: Como ya se dijo antes se consideré una funcién digamos s (t)
que podemos ver como el desplazamiento de un cuerpo en un tiempo t = a.
Luego tenemos que la velocidad es:

Velocidad = s’ (a) = lim S(“Jrf"}%)i:i(ﬂ)

h— 0

Y la aceleracion es la razén de cambio de la velocidad, v (t) o también
podemos definir:

vie+h)-vie)
h

Aceleracion promedio
decac+h

Y como lo hicimos para la velocidad instantdnea ahora lo podemos para la
aceleracidn instantanea:

(Acez’emcién ins tan rdnaa} ()= lim vie + h)—vie)
en i=e

Ejemplo 1:
Consideremos un coche de carreras que va de cero mph. a2 60 mph. en cinco

segundos, como lo muestra la tabla. ;Encuentre la aceleracion promedio de el
coche en los dos primeros segundos?.

T (seg.) V (m/seg.)
0 0
1 30
2 52
3 68
4 80
5 88




Solucion:

La magnitud de la aceleracién promedio sobre un intervalo, la encontramos
calculando la razén de cambio de la velocidad promedio sobre el intervalo, las
unidades de la aceleracion son m/s?.

Cambioen la Velocidad 30-0 5
= -=30m/s

a = Aceleracion Promedio de 0 <t <1 = :
Tiempo

a = Aceleracién Promediodel <t <2 = S%W’;O = 22m/ §°

Ejemplo 2:

La grafica de la figura siguiente muestra la velocidad de un coche de carreras
como una funcién del tiempo. ;Estime la aceleracién ent =17

VY {m/s)
100
80
60
40

20

» £{s)

Solucidn:

La aceleracion en t = 1, es la derivada v’ (1), la pendiente de la tangente a la
curva de la velocidad en t == 1, entonces una estimacion para la aceleracion en t

=1 es:
(1) = %8 =28m/s’



V (m/s)

Aceieracién = v (1) = pendiente de la tangente
100

80
PP T ;
58

.28 GRAFICAMENTE.
40

30 |y for

20 |/ y

Otra interpretacion de la derivada:

Ejemplo 3:

El costo ( ¢ ) de la construccidén de una casa de A metros cuadrados de area
esta dada por la funcion ¢ = P (A). ;Cuél es la interpretacion practica de la

funcion £ (A)?.

Solucion:

Esto es el costo dividido por un area, donde esto es medido en pesos por metro
cuadrado, el dc es el costo extra de construccidn para dA extra en m® de casa,

es decir % es el costo extra por m* entonces £’ (A) es el costo por m? de

construccion extra.
Ejemplo 4:

El costo de extraccion de T toneladas de un metal es C = f (t) pesos. ;,Qué
significa la expresion f* (2000) = 1007.



Solucion:

de
£°(2000)= -

'

fr=2000

j; = Medidaen Pesos por Tonelade

Entonces la extraccion de 2000 toneladas costo aproximadamente 100 pesos,
luego por un nimero menor de toneladas pagariamos menos.

Ejemplo 5:

Una persona tiene que llenar un tinaco con agua, si lo que llena de agua tiene
un ritmo de 10cm*/seg. ;Qué funcion expresa la derivada para este caso?.

Solucion:

Como tenemos involucrado un volumen de un tinaco y sabemos cual es el
ritmo de lenado, entonces el volumen de agua en el tinaco se incrementard a
cada segundo, luego el volumen es funcion del tiempo, tendriamos que:

dav
V‘ Yo = 10
Q) o

El objetivo para esta seccidn es que el alumno pueda ver que la derivada no es
otra cosa que una funcidén, la cual también el puede expresar como una
variacién de la velocidad (comprension , computo, analisis).



Ejercicios para la seccién:
1) Considerando la grafica mostrada, conteste los incisos:

a. Sif(t) nos da la posicién de la particula en el tiempo t enliste los
puntos donde la particula tiene velocidad cero.

b. Si ahora suponemos que f (t) es la velocidad de la particula en un
tiempo t, ;(Cual es el significado de los puntos enlistados en la
respuesta a ?

F (1)

2
-

A B C D E F G H

2) Silim f(x) =50y (x) es positiva para toda x, ;Qué es lim * (x)?

X~ O X~ CO

3) Si $1000 nos dan un 7% en t afios, tu balance es $13, donde B = f (1).
. Cudles son las unidades de g? y cual es la interpretacion financiera de
a4
dT

4} La temperatura T, en C° en un dia frio esta dada por T = (), donde t es

el tiempo en minutos donde la temperatura puede aumentar o descender.

a. ¢/Qué indica el signo de {’ (1)?
b. ;Qué interpretacion practica tiene f° (200) = 27



2.4. Concavidad y convexidad

Un arco de una curva y = f (x) es céncavo si en cada uno de sus puntos esta
situado por encima de la tangente. Al aumentar x, f ’ (x) o aumenta sin
cambiar de signo.

Un arco de curva'y = f (x) es convexo o coéncavo hacia abajo, si en cada uno
de sus puntos el arco esta situado por debajo de la tangente. Al aumentar x,
7 (x) o disminuye sin cambiar de signo.

Puntos de inflexion: Es un punto en el cudl la curva cambia de céncavidad
(convexa ).

Para a <x <R convexo hacia arriba.
Para b <x <s convexo hacia abajo.
Para B, S, C inflexion.



2.5. La segunda derivada

Para una funcioén f, la derivada de f es llamada la segunda derivada y se
escribe £7.

Siy = f(x), la segunda derivada puede escribirse como C;\, o ;i[dy ]

;Cudl es la utilidad de la segunda derivada?.

Sif” es la derivada de f° tenemos:
i) si £ > 0 sobre un intervalo, entonces f’ es creciente sobre el intervalo.
i) Si £ < 0 sobre un intervalo, entonces f ’ es decreciente sobre el

intervalo.

Veamos graficamente lo que ocurre con £7;

a) b)
B
Pendiente positiva A Pendiente negativa
myer que en A
f7>=0
i‘ T > 0
A
C) A Pendiente negativa d) Pendiente positiva pero
peroe peguefia mas pequedia que A
B
£7<0 f* >0
f*<0
7 <0

Pendiente B Pendiente
Negativa Positiva



De estos resultados tenemos:

7> 0 implica £’ es creciente o la grafica de f es concava hacia arriba sobre el
intervalo.

£7 <0 implica f’ es decreciente o la gréfica de f’ es concava hacia abajo
sobre el intervalo,

Ejercicio:

Para las graficas dadas por los tres dibujos diga cuando la segunda derivada es
positiva y donde negativa.

a) b c}

N

[
—

2.5.1. Velocidad y aceleracién

La velocidad, v, de un cuerpo en movimiento es la razén en la cual la
posicion, s, esta cambiando:

la aceleracién de un cuerpo en movimiento describe cémo esta cambiando la
velocidad con el tiempo:



Ejemplo:

Una particula se esta moviendo a lo largo de una linea recta, si la distancia, s,
a la derecha de un punto fijo es dada por la figura, estime:

a. Cuéndo la particula se esta moviendo a la derecha y cuando se esta

moviendo a la izquierda.
b. Cuéndo la particula es acelerada y cuando es desacelerada.

S Para su movimiento a ia derecha

Creciente

La particula empieza
a acelerar
—>

Creciente

v

Solucién:

a. Laparticula es movida a la derecha, s, es incrementada (creciente) de
0<t<2/3yt>2,para2/3 <t< 2, el valor de s es decreciente, la particula
se mueve a la izquierda.

b. La particula es acelerada parat > 4/3.

El objetivo para esta seccion es que el alumno reconozca cuando una curva es
coéncava hacia arriba (concava hacia abajo), dependiendo de la ubicacion de
ésta, con respecto a la derivada (este por arriba o por abajo) y que la puede
representar graficamente. (comprension, computo, analisis).



Ejercicios para esta seccion:

1) Si f” es positiva sobre un intervalo. ;Coémo es f’ sobre el intervalo y
como es f sobre el intervalo?. Si £ ” es negativa sobre un intervalo,
., Como es £ sobre el intervalo y como es f sobre el intervalo?.

2)

a. Muestre una curva donde la primera y segunda derivada son
positivas en cada punto.

b. Muestre una curva donde la segunda derivada es negativa en cada
punto, pero la primera derivada es positiva en cada punto.

¢. Muestre una curva donde la segunda derivada es positiva en cada
punto, pero donde la primera derivada es negativa en cada punto.

d. Muestre una curva donde la primera y segunda derivada son en
cada punto negativas.

3) La grafica de £’ (no de k) esta dada por el dibujo, en cual de los valores
marcados de x es:

F (x)

f (x) es mayor. ¢
f(x) es menor

£’ (x) es mayor.
£’ (x) es menor.
f” (x) es mayor.
£ (x) es menor.

moe e o

X, X 5 X3 X X4 X
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Graficamente tendriamos:

En A esta un problema pues tiene una esquina o pico como X se aproxXima a a
de la izquierda, la pendiente de la linea que une a P y A converge a un niimero
positivo.

Como x se aproxima a por la derecha, la pendiente de la linea que unea Py A
converge a algin niimero negativo, entonces las pendientes se aproximan a
nimeros diferentes, como se aproxima por lados deferentes en x = a.

En B, no existe pico pero como, X se aproxima a b por la derecha y por la
izquierda la pendiente de la linea QB no converge, pues serd una pendiente

infinita.

Luego la grafica ser4 diferenciable en todo el dominio menosenx=ay x=b.

DERIVACION DE LAS FUNCIONES MAS REPRESENTATIVAS.

Ya hemos analizado lo que significa la derivada de una funcién y algunas
propiedades de la misma, ahora veamos como extender esto a un mayor
namero de funciones.



Ejemplo:
Hallar la derivada de fsi f(x) = x* - 1
X

£7(x) = lim (l + h) f(") =lim (x+h)2 (x j—k]w(f - i)

h
h— 0 h—>0
, 1 L1 —X+X+ h
WA b — e — X 2xh+ R + Feny
Bm e XA X im X+
h h
h—0 h—=0
o2xh+ b+ - (hh) A(2x + h)+ - (;? )
lim - AEY A = tim| 20+ At =2x s
h h ;x(J\ + )

h—0 h—0 h—=0
Ejemplb 2:

. ., ] . x six=20,
Hallar la derivada de la funcién valor absoluto si f(x) = x = { <0

’ -X 81X .

A
]

F (x)




Solucion:

Como tiene pico en x = 0 ahi la derivada no existe, esto es:

o JOeR)=70) oy
h ;-}

h—>0° B> 0

Lim fo+h)- - F0) _ hm _
h ‘}'2|
h-—>0 h—0
Como 1# ~1 la derivada de 0 no existe.
Ejemplo 3:
Hallar la derivada de f(x)=¢

Solucion:

f(X+h) ) == %20
Ko h

h—0 h—0

Ejemplo 4:
Hallar la derivada de £ (x) =X

Solucion:

P (x)=0

Lim f(’“’hg“f(’”) — lim x”; =X Cfiml=l L P)=x=

h->0 h->0 h—>0



Ejemplo 5:

Hallar la derivada de £ (x) = x"

£’ (x)=Lim (x+h;)—~c = 1im(nx”" + n(nz—l) R kT + h”“]
:

-0 h—0
y como cada sumando a excepcion del primero tiene como factor un h, al
obtener un limite resulta:

7o) = e

Ejemplo 6:

Hallar la derivada de una funcién multiplicada por una constante: g (x)=cft

(x).

Solucidn:

G’ (x) = lim g(whg— ) _ i C(,.If_(_:’?.fﬁ”;?)tf:f,(x) - lim Cf.(:‘_f__f_g) ~10)_ a i)

h -0 h—>0 h—=0

Ejemplo 7:

Sify g son funciones derivables en a entonces f+ g es también derivable en a
y(E+ey@=1 () +g)

Solucion:

h h
-0 k-0

(k+g)(a)=lim U la+h)-(f+e)a) _ ;. fla+h)-sla)+gla+h)-gla)_

lim LTI

/(a +h})l- 7)., jim ,.c‘%_@_ihg.:ﬁ@ _ Fla)+2'(a)

h—0 h—0 h->0



Con el efemplo 5 y 6 podemos derivar una funcidn polinomial.
Sif(x)=ax"+ax" " +... +a, x+a,

B3

Entonces I (X) = nayx™™ +a(n—1x"" +......+a

Ejemplo 8:

S1 Ty g son funciones reales derivables en a, entonces f eg es también
derivableenay (feg)'(a)=1(a) sg’(a)+ '(a) eg(a).

Solucidn:

e gha)=tim U 2ot DU k), Slah)elo (USIOEON
h—>0 h—=>0

f(a + h)g(a + h)— f(a + fg)g(a)-% f(a + h)g(a)— f(a)o g(a)
h

lim

h—=0

lim f(a;fl) olim® (a+ h}z“ gla) +lim f(a:l—f;)—f(_a) olimg{a) =

h—0 h—0 h—0 h—0
lim fla+h)eg'(a)+ f'(a)e gla)
h—>0
Pero como f'y g son derivables en a también son continuas en a, entonces:
(o g)la)= fla)e g'(a)+ f(a)e gla)

Ejemplo 9:



Si g es una funcién real derivable en a y gla)=0 entonces la funcién —

también es derivableenay ( ] {a)= —g(az .
g (g(a))
Solucién:
1 o 1
. 1 1 . glavh) gla) .. gla)-gla+h)
Hm he (a+h) . (¢) = lim . lim hela+ hgla)
7 e ) ol (o) 5lo)
im - sarh)-gla) 1 . glath)-gla) 1
T el T slae k(o)
h—0 h—0 h—0
1 1
— g'(@)® lim fale e
@i ™" gy
h—>0

Ejemplo 10:

Un resultado que se deriva del anterior es: si k y g son funciones reales

derivables en a y g (a) =Oentonces =- también es derivable en a y

iw_f(MﬂJ@k@
[)() (g}

LE)[.ﬂ@gwq F(a)gla)~ fla)g'(a)
gla)  (e@) (g(a))

Este resultado permite el calculo de las derivadas de funciones racionales

Ejemplo 11:



Hallar la derivada de una composicién de funciones sabiendo que

(g /)a)=g'kla))e £'(a)

Solucion:

v g s ) -sU(@) , ) 7) _
(g /Yla)=1 x—-a l flx)- fla) X ~a

X—>d X -

lim = 76)- 1la) o im 700)-

X —=>d X —=>da

g(f()-5(r@), - 1a) _ . el)-¢g (()(D. 7(a)

Pero como f es dervable en a, entonces f es continua en a, es, sl x >
entonces f{x)— (a) por lo cual:

tim SN )= g (ra) )

/(x) > fla)

Esta solucion es vélida sélo en el caso que x al estar proxima a a se cumple
que f{x)= fla)
Ejemplo 12:

Hallar la derivada de la funcién f(x)senx .

Solucidn:

:?mgn(a +h)— se‘n(a) _ . senacosh+ cosasenh — sena

lim = lim
h h

h—0 h—>0




senh
sena(coshw 1) 4 COS (f e

lim P ho s (sena)0)+cosall) = cosa .. sen'a = cosa

h—0
Ejemplo 13:
Hallar la derivada de la funcién f(x)=cosx.

Solucion: sean f'y g funciones reales definidas por:

flx)= f +x Yy glx)=senx porlo cual tenemos que:

cos(x) = (’; R ] (g 7))

Por regla de la cadena se tiene que:

cose= g+ /()= £ (D ) o § 5 0)= oo ] = —sem

Coc08' x = —senx

De estos resultados para el seno y el coseno se pueden derivar las siguientes:

'(x)= (-ﬁ“if’fjv(x)m seo? x

CO35
,
ctg'(x) = ..‘59§_J=(x) s’y
Sen
sec'(x) = 1 Jn (x) = 1gx sec x
COS

cse'(x)= 1v]’(x) = —clgxcsex

Sen



Ejemplo 14:

Hallar la derivada de la funcién 7(x) = logaX :

Solucion:
h)g flj;ﬁ
() = lim log,(x+ h)- logaX e lime X lim L Iogﬂ[l + hj _
h h h x
B> 0 >0 h—>0

xth

1 x Ry 1 R ]
lim-e-log, i1+~ {=lim-log, |1+ =lim--log {1+ ~
c h X X X

X X X
h

A

h—>0 h-»0 h->»0

Si consideramos que f(k) = ; entonces lim f{k)= luego:
1

h—>0

1, I 1 .
~limloga| 1+ - |f (h) = - loga’ por ser la funcién logaritmo continuo.
X 7{n) X

h—>0

Un caso particular es cuando la base del logaritmo es el niimero e, en este
caso se tiene que log,e =1 por lo cual la derivada de la funcién logaritmo

1
natural se rediuce a ~, esto es.
X

flx)=Lnx entonces f'(x)m...l_.
X

Ejemplo 15:

Si f(x)= Lrx| entonces f'(x)= 1 o cual se prueba por casos:
& :

a. Six>0, Lnx =Lmx . f'{x)= !
x



b. Si x < 0, Laxi=In(-x) lo cual se puede interpretar como una
composicién de funciones donde glx)= Lnx , h{x)=-x ¥

7{x)=(g o h)¥x)= Ln(-x) y aplicando la derivada tenemos:

7(5)= g (e () = ()= i

Ejemplo 16:

Hallar la derivada de una composicion de funciones, recordando que

(fegha)=x.

Solucion:
(feg)=(x)=x
(fog)l)=x=1

F(glx)g'{x)=1y como g'(x)=0

P A T Ok
T 0=

Ejemplo 17:

Empleando el resultado anterior, hallar la derivada de la funcién f(x)=a".



Solucioén:
Para XsR v Y >0 setiene que: ¥ =a" < log, ¥ =x. Luego:

1 i !

B E T — = . — = vl =o'l
7(x) (oe.0) " T vlog,a=a'Lga
Y

En particular, en el caso que la base sea ¢, se tiene que su derivada es e.
Esto essi f(x)= ¢ entonces f'(x)=e¢".

Veamos: ['(x)=e“lne=c"ol=¢".
Ejemplo 18:

Hallar la derivada de la funcion derivada por:

y -

F )= senhv = e;e — llamada coseno hiperbdlico de v .

Soluciodn:

e —e . -
pues coshv = T, coseno hiperbdlico de v.

Ejemplo 19:
Cuando se nos da una funcién implicita por ejemplo:

ax® +2x°y-y'x =10



. d . .y
Debemos de despejar C;y , por lo que derivamos ambos lados de la ecuacion
X

8

término a término:

d4._ (ax(‘ ) 4 (2x° y)m g;(xy7 )= i (10}

dx dx
. dy ” dy
6ax® +2x° 2 +6xty—y ~Txy' = =0
e y=y 34 ey

7 5 2
(26° - 7xyo)_§£ -y = b’ —6xy dy _y -bax -bary

Aunque notemos que en la derivada siguen apareciendo X Y Y.

El objetivo: El alumno aplicara los pasos y conocimientos anteriores para
aplicar la derivada de una extensa lista de funciones.

Nota: los ejercicios para esta seccion se remitird al alumno a una serie de
libros que manejen un nivel aplicativo mds que tedrico.

2.8. Maximos y minimos.

Una de las mayores aplicaciones sobre el uso de derivadas es el de
encontrar los valores maximos y minimos de las funciones que se reducen
a una cuestion practica.

En muchos problemas de economia, ingenieria y fisica es importante
averiguar, lo grande o pequefia que puede volverse una magnitud. Si el
problema admite una formulacion matematica, es a menudo reducible al
problema de hallar los valores extremos de una funcion.

En esta seccién, consideraremos funciones que estan definidas sobre un
intervalo abierto o sobre la union de intervalos abiertos.



Comencemos con una definicion:

a. Se dice que una funcidn f posee un maximo local (o relativo) en ¢ si
ysélosi f{c)= f(x) paratodo x suficientemente proximo a c.

b. Se dice que posee un minimo jocal (o relativo) en ¢ si y solo si
7(c)z f(x) para todo x suficientemente proximo ac.

Graficamente:

Miximo
{ocal

Minimo local

¢ Minima locat

Y

X, X, X, X,

Méaximo
local

» X

Una inspeccion cuidadosa de tales figuras sugiere que los maximos y minimos
locales tienen lugar solamente aquellos puntos en que la tangente es horizontal
#'(c)=0, o bien donde no existe tangente /- (¢) no existe. Esto es lo que ocurre

efectivamente.



Si f posee un mdximo o un minime local en eentonces f'(c)=0 6 f'le) no
existe.

Demostracién: Si /'(c)>0 6 f{c)<0 ya vimos antes que la funcidn es
creciente o decreciente, entonces existen niimeros x, y x, que siendo
arbitrariamente proximos a c satisfacen:

flx)< f(c) < f(xz)
Esto hace imposible la existencia de méximo o minimo local en ¢. Luego sélo
estudiar, los puntos criticos para saber dénde estan los maximos o minimos
locales.
Nota: Puntos criticos son los valores donde la derivada es igual a cero.

Ejemplo 1:

En el caso de f(x)=3-x* la derivada es f'(x)=-2x existe en todas partes
puesto que /'(x)=0 solamente para x=0, o es el {nico punto critico. El
niimero 7(0)=3 es evidentemente un maximo local.

Graficamente: Y
N Maximo local = 3

f(x)




Ejemplo 2:
Enelcasode f(x)=|x+1+2 laderivadaes f'(x)=1,x>-1y -Lx<-1.

Esta derivada nunca se anula y sélo en -1 no existe. El nimero -1 es el Gnico
punto critico, el valor f(~1}=2 es un minimo local.

Graficamente;
F(x)
Minimo local =2 2
-1
Ejemplo 3:
Enelcasode f (;) = 1 la derivadaes f° (x) = —1,, )
x—1 (x-1)

Existe en todo el dominio de f y no es nunca cero. No existen, por tanto,
puntos criticos ni valores extremos.

Graficamente:




Observacion: el hecho de que ¢ sea punto critico de f no garantiza que f{c) sea
un valor extremo local.

Ejemplo 4:

En el caso de la funcién f{x)=x" la derivada f'(x)=3x* es cero en cero, pero
£(0)=0 no es valor extremo local, la funcién es creciente en su dominio.

Graficamente:

fl)=x

Podemos ahora generalizar dos criterios.
Criterio 1: (El criterio de la derivada primera).

Supongamos que ¢ es un punto critico de 'y que f es continua en c, si existe
un intervalo (c-h, ¢ +h) tal que f'(x)>0 para todo x en (c-h, ¢) y 7'(x)< 0 para
todo x en (¢, ¢ + h), entonces flc) es un maximo local. Si ambas
desigualdades se invierten entonces f{c) es un minimo local.

Demostracion: En el primer caso f crece en (c-h, ¢) y decrece en (¢, ¢ + h), lo
que hace de f(c)} un méximo local. En el segundo caso f decrece en (c-h, ¢) y

crece en (¢, ¢ + h) lo que hace de f{c) un minimo local.



Graficamente:

fy\/ 150
<0

c c
S '(C) =0 ‘ f’(c) no existe
>0
<0 Ujso <0 f
Minimo local Minimo local

Criterio 2: (El criterio de la segunda derivada).
Supongamos que f'(c)=0

Si f"(c)> 0, f(c) es un valor minimo local.
Si f"(c)< 0, flc) es un valor maximo local.

Ejemplo 5:

Para el caso f(x)=x"~x la derivada es f'(x)=3x*-1, los puntos criticos son

- } y E siendo cero el valor de la derivada en ambos.

i3 3

Como segunda derivada: f"(x)=6x

. 1 2 - 2
dice que f|--+|=-"= es un maximo local ue f|—=ji=-—-= €s un
e =) v ave A5

minimo local.



2.9. Maximos y minimos en los extremos del intervalo.

Para las funciones definidas sobre un intervalo abierto o sobre la unién de
intervalos abiertos, los puntos criticos son aquellos para los que la derivada es
Cero o no existe.

Para el caso de funciones definidas sobre intervalos cerrados:

[a.6}[a,0).(~ 0,5]

Los extremos del dominio a y b en este caso [«,4], a en el caso de [a,) y b en
el caso de (~,b]. Se llaman también puntos criticos.

Los extremos del intervalo pueden dar lugar a lo que se denomina maximo en
el extremo y minimo en el extremo.

Graficamente:

Minimo en el
Maéximo en el extremo
extremo

iminimo
ien el extrerno

a [a,b] b a [a,oo)

Maximo en el
extremo




2.10. Maximos y minimos absolutos.

F(d) se llama valor maximo absoluto de f (o simplemente valor méaximo de )
siy solo si F(d)= f{x) para todo x en el dominio de f.

F(d) se llama valor minimo absoluto de f (o simplemente valor minimo de f)
s1y solo si F{d)< f(x) para todo x en el dominio de .

Ejemplo 6:

Hallar los puntos criticos y clasificar los valores extremos de  f{x)=

COoImo.

Puesto que la derivada f'(x) nunca es cero, no existen puntos criticos en el

interior, el numero cero es un punto critico ya que es un extremo del dominio
puesto que f'(x)>0 para todo x en (0,0) y f es continua en (0,0), f a de ser

creciente en [0,), lo que hace de f(0)=—1 un minimo en el extremo que es
también un minimo absoluto.

Graficamente:

Minimo absoluto -1




El objetivo: El alumno representard graficamente qué ocurre cuando la
derivada vale cero o cuando ésta no existe, para encontrar los maximos y
minimos cuando éstas existen.

Ejerciclios para la seccion:

1) Hallar Jos puntos criticos y valores extremos locales para:

a
b. x+-

(] @]
=
_
| |
Lo
R

x-2
e. ¥(l-x)
1 i

x4l x42

2) Hallar los puntos criticos y clasificar los valores extremos para:

x? - dx 1,x$[0,3]
2% + 5x ~1,x8f-2,0]

e, flx)=x+1
X

po o oo

. x’
f. f (X) = i;xz,xs[—lg]

g flx)=1-3x-1
h f(x)= %~
Jx

-2x,x <1

I. f(x)= x-31<x<4
5—x4<x



[

-x*0<x <l
jo flx)=4-2x1<x<2

~iﬁ23x33
2

PROBLEMAS ADICIONALES SOBRE MAXIMOS Y MINIMOS.

Las técnicas de las dos Gltimas secciones pueden aplicarse a una amplia
variedad de problemas de maximos y minimos.

Problema 1:

Una ventana tiene la forma de un rectangulo rematado por su parte superior
con un semicirculo y se quiere contornear con P metros de borde metélico.
Hallar el radio de la parte semicircular si el area total de la ventana ha de ser
maxima.

A
i

h(r)

Solucidn:

Sea r el radio de la parte semicircular y h (r) la altura de la parte rectangular.
El area total de la ventana viene dada por la funcidn:

2

Alr)= 21‘/1(:’)«% ..

w3



Puesto que el perimetro total de la ventana es P, tenemos:

P =2r+2h(r)+m y entonces:

h(r)= Pmirem sustituyendo:

Con la formula del area obtenemos:

2

R e
2 2 2

Nuestro problema ahora es simplemente averiguar que valor de r hace maxima
la funcion A, diferenciando obtenemos:

A'(r)m P—dr—mr
Haciendo A'{r)=0

ID —_ 4?" T = 0 SLF = ._.._.{3_.____
4+

Puesto que la derivada segunda:
A'r)=-4-n
. . P .
Es constantemente negativa, podemos concluir que r = 4~ Proporciona el
+7T
maximo deseado.
Problema 2:
El 4rea de una superficie es 18m°, sabiendo que en su interior hay otra forma
de que los margenes superior e inferior son de % m. y que los margenes

laterales son de 1/2m. ;Hallar las dimensiones de la superficie exterior para
que el area comprendida entre los mérgenes sea maxima?



Solucidén:

¥

> =

X

Sean x = longitud 18/x = anchura de la superficie en metros.

El area entre mérgenes esta dada por la funcién:

A'(x)=0 da el valor critico x =32

Las dimensiones de la superficie exterior son:

= '3-,:"3]7’1.
X

El objetivo: El alumno encontrara la solucidon de un problema dado, en el cual,
se empleen los criterios vistos para maximos y minimos y pueda representar
geométrica, analitica y numéricamente en qué consiste la solucion y el uso de
la derivada.

Ejercicios para la seccion:

1) Hallar los puntos criticos y valores extremos locales para:

a. Su producto sea maximo.
b. La suma de sus cuadrados sea minima.



2) Hallar el radio de R del cono circular recto de volumen maximo
que se puede inscribir en una esfera de radio r.

3) Hallar el drea maxima para un rectangulo inscrito en un circulo de
radio r.

Nota: también la lista serd ampliada y se remitira al alumno a libros que
fraten este tipo de problemas (Granville, Sokowsky, etc).

Para reafirmar conceptos veamos el ejemplo siguiente:
De un cartén rectangular de 4x5 decimetros construyamos una caja sin tapa,

para esto recortemos cuadrados de igual tamafio en las cuatro esquinas del
carton y doblemos las cejas con el fin de formar los lados.

4 dm.

< Sdm.——>

Usemos la letra x para representar la longitud de los lados de los cuadrados
recortados de las esquinas. Las dimensiones de la caja que obtenemos al
doblar las cajas entonces se expresan de la manera siguiente:

Longitud = 5-2x dm. Anchura 4-2x dm. Altura = x dm.

Ahora podemos calcular el valor de la caja por medio de estas otras
dimensiones:

Volumen = (5 —2x X4 — 2x yxdm’



x dm

\2 X
\ AN

5-2x dm

Podemos observar que para cada valor x obtenemos un volumen especifico,
por lo cual el volumen esta en funcién de los posibles valores de x, por lo cual
cumple con el concepto de funcién dado anterior.

Por otro lado x puede ser considerado como una variable sujeta a restricciones
fisicas, por ejemplo; el carton es de 4 dm de ancho, es imposible recortarle
cuadros de las esquinas de mas de 2 dm de longitud por lado, es decir x debe
satisfacer la desigualdad.

0 < x < 2do miniov{x)

Como el volumen de la caja depende del valor de x podemos escribir:

v(x)= (5- 2x ¥4 - 2x)x



CAPITULO 111 PAGINA.

INTEGRAL INDEFINIDA Y METODOS DE INTEGRACION

INTEGRAL INDEFINIDA
1. Funcién primitiva

Se dice que una funcién F(x) es una funcién primitiva de F(x). con definicién en
cierto conjunto X, si se cumple la condicion F '(x) = f(x)para toda x que pertenece
al conjunto ¥ . Ahora, dadas G(x) y F(x) funciones primitivas con la condicion
citada sobre f{x), entonces se cumple que G{x)= F(x)+c, con ¢ constante.

De otra forma; G(x) y F(x) a lo mas son diferentes por una constante si, ambas son
funciones primitivas de f (Jt) De aqui, que se diga, que existe una familia de

funciones primitivas de acuerdo a los elementos de ¢ constante, tomando asi la
totalidad de las funciones que son primitivas a la funcién mencionada dadas por el
conjunto

i)+ e}
Dicho lo anterior, denotaremos esta familia por el simbolo

[f()ax.
La cual denominaremos INTEGRAL DEFINIDA de la funcion f(x).
De tal forma que, definiremos

[£Cods = {F(x)+c} *)
Por tanto, como tradicionalmente se define, entenderemos explicitamente que
j Flxydx = Fx)+c

Representa la familia de elementos que cumple la antiderivada, siendo ¢ constante
arbitraria.



PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

([Fnen) = 7(x)
2 [r'wds = flx)+e
3. faf(¥ds =a{f(x)dx, {a=0)

[ + A = [fi(oyde+ [, (x)d

FAMILIAS DE FUNCIONES PRIMITIVAS

nl

1. J.x”dx = Tne, (n#-])
n+1

3. ja"’a{\‘ = (!‘

+o, fa>0, axl; je“dx =g’ +¢
Ina

b

fsenxcit = ~COSX + ¢

5 _[cos xdy =senx+c¢

dx
6. j R {g\ + &
cos” x

dx
7. J‘ = —clgx+c
: sen’x

ox x|
8 = 1:1*! ite
J- SEenX : g 2,

dx
9 |- In; 1‘ -+ Y+
I cosx ; g( 2 )

10. J- arctg ~+«c {a=0)
a



15. Jisuh xdv=ch x+c¢

I6. |c¢h xdv=sh x+c

17. | RS
T ehty

h x+c¢

18, I‘f} =—cth x+c
sh*x

1. Imtegracion por cambic de variable. Existen dos variables de este método

a) Método en el que una funcién se toma bajo el signo de la diferencial. Sea
que se requiere calcular la integral j f(x)air. Supongamos que existen las

funciones derivables 1 = p(x) v glu) tales que la expresion subintegral f {x)dx
pueda ser escrita en la forma:

S )dx = glelx ))gf)'(x)dx = glu)du

( la transformacion mencionada se denomina introduccion de u = ¢{x) bajo el
signo de la diferencial). Observemos que se verifica la relacion:

J Sk~ Ig(gf)(x))(p'(x)cb: = Ig(u)du ()

Por ello, el calculo de la integral j Flx )i se reduce al calculo de otra integral

j g(z.:)a’u ( la cual puede resultar mas simple que la inicial ) y a la sustitucion

ulterior de # = p(x).

b) Mcétodo de sustitucion. Supongamos que se requiere calcular la integral
j F(xHx, donde la funcién f(x) esta definida en cierto conjunto X,

Introduzcamos una nueva variable u mediante la formula:



x=<;a(u):U—>X,

Donde la funcién @{u) es derivable en cierto conjunto U y realiza una aplicacion
biunivoca de U sobre X, es decir, tiene su inversa

w=p (x): X > U
Al sustituir x = go(z.r) en la expresion subintegral inicial, obtenemos

¥ (x)dx =f (qo(u))(/)'(u)du = g(u)du

Luego, resulta valida la igualdad
J ¥ (x)ﬂ'x = j f(go(u))go'(u)dz.:é e (\) = J.g(u)du% wop (a)

Es decir, el calculo de la integral _{ F(x)x se reduce al calculo de otra integral
J.g(u)du { la cual puede resultar mas simple que la de partida ) y la sustitucién

ulterior u = ¢~ (x).

Integracién por partes. Si u(x) y v(x) son funciones derivables, se verifica la
siguiente formula de integracion por partes:

ju dv =y - J.v clu )

Esta formula se usa en aquellos casos cuando la expresion subintegral f£{x)dx
puede ser representada en la forma udv de modo tal que la integral en el
segundo miembro de (2) pueda resultar mas sencilla que la integral inicial,
siempre que se lijan adecuadamente las expresiones de u y ov. En este caso se
debe tomar en consideracién que » ha de reunir los factores que se simplifican
en la derivacion. Por ejemplo, si bajo el signo de integral figura el producto de
un polinomio, mientras que la expresion restante debe formar parte de ov. La
formula (2) puede aplicarse mas de una vez.

INTEGRACION DE LAS CLASES PRINCIPALES DE FUNCIONES
ELEMENTALES

1.

Integrales elementales que contienen un trinomio de segundo grado. Las
integrales del tipo:

j dx y f &

ax? +bx+c -;:,{sz-;-bx-{—c

Se reducen a las integrales tabulares formando un cuadrado perfecto en el
trinomio de segundo grado *****(meter las integrales***



2. Integracién de fracciones racionales. Las fracciones del tipo

N A A\‘+B _ Ax+b
X— ('\,“'Qf) +p1’+q (:\, _}])A'ni..q)

constantes, siendo p* ~4g < 0, llevan el nombre de fracciones simples.

donde £ =23,.;4, B.«, p.g son

[La integracidn de la fraccidén de cuarto tipo, después de hacer en el numerador
una derivada del trinomio de segundo grado que figura en el denominador y
formado un cuadrado perfecto en dicho trinomio, se reduce al cdlculo de las
integrales:

1
{k - 1)(.1:2 + px+ q)kﬁi

I(xz + px+ q)_kd(x2 4 pX 4 q): -

Y
du

vy

La ultima integral puede calcularse segiin la formula concurrente ****(agregar

formua)y*#**
. . S . o m("»:) WX F A x+ag
La integracion de la fraccidn racional arbitraria ~- —
Qi?(x) b X+ b,\ Tbn
con coeficientes reales se efectia, en el caso general, del modo 51g,mente.
1) Si m=zn,esdecir, si la fraccion inicial ‘?"’() es impropia, se debe
0,(x)
separar previamente en esta fraccién la parte entera, esto es, representaria
de la forma;
Pa(x) R (x) \
AN Mrm_"( ) Eipiaard ()
Q,(x) 0,(x)

donde M,_ (x) y R (x) son polinomios de grados m—nz0y r,

p.(x)
0, ()

mediante la division del numerador por el denominador.

respectivamente, ademads r < n, es decir, la fraccion se realiza

2} Segln muestra la formula (1), la operacion de separacién de la parte
entera reduce la integracion de una fraccion racional arbitraria a fa de un
polinomio y de una fraccidn racional propia.

2,{x)
0,(x)’

mediante el desarrollo de la fraccion en una suma de fracciones simples

La integracion de la fraccién racional propia - m < n, se efectia



de los cuatro tipos mencionados mas arriba, seguido de una integracion
ulterior.

El desarrollo citado se lleva a cabo de la manera siguiente. Supongamos
que el denominador Q, (x)= a,x" + ...+ a,x +a, tiene rafces reales

&y, ¢, cttya multiplicidad es s,,...,5, y pares complejos conjugados de
las raices B, ... 5, B, cuya multiplicidad es ;...
respectivamente, (s, +...+s, + 21, +...+21, = n), es decir, se verifica el
desarrollo:

2 i,

0,(x)=a,(x—a ) fx—a) (xz +p,x+q,) ...(xz +px+g, )

donde
Crpxtg =x-BXx-4) v=1...k
Entonces, el desarrollo de la fraccion ‘g”'?; en una suma de fracciones
1 x

simples tendrd por expresion

pm (}C) Al(l) Aa(:) /fl{f) A:{j) B]('}x ES Cvf”
Q”(x) X (-Y“Oi;)‘ X—-a, (xwal)“ XT+px+g,
Blx+CP B¥x 4+l BWy
(x2+plx+g,)' X F Pty 2+pkx-s—qk)'

Los coeficientes 4,,B, y C, en este desarrollo se determinan igualando
entre si los coeficientes que tienen las mismas potencias de x del
polinomio P, (x) y del que se obtiene en el numerador del segundo
miembro (2) después de reducirlo a un denominador comin { método de
coeficientes indeterminados ). Los coeficientes mencionados pueden

determinarse también suponiendo x, en la igualdad (2) o alguna otra
equivalente, igual a los nimeros adecuadamente elegidos ( en primer

lugar, a los valores de las raices reales del derominador O, (x.)).
3. Integracion de funciones trigonométricas ¢ hiperbolicas.
a) Integrales del tipo J..S'en’”xcos” x dx
Si al menos uno de los nlimeros m o n €s entero positivo impar, entonces,

separando de la potencia impar un factor y expresando con ayuda de la

formula sen’x +cos’ x =1 la potencia par restante en términos de una
funcién complementaria, [legamos a una integral tabular,



b) Para integrar los productos de los senos y cosenos de distintos
argumentos se emplean las formulas trigonométricas:

cosacos f§ = ; (costa — B)+ cos(a + B)),

senasenfy = ;(cos(a - B)-cos{a + ),

¢) Las integrales del tipo J‘R(sen x,co8  x )k,

donde R(u,v) es una funcién racional de dos variables, se reducen a las
integrales de 1a funcion racional de un argumento nuevo 1 mediante la

. -, X
sustitucion fg 5=t En este caso se emplean las formulas

21
sen x= - -
+1°
1—t*
COS X = s
1+¢°
2t
| R

d) La integracidn de las funciones hiperboélicas se realiza igual que fa de las
funciones trigonométricas, con la particularidad de que se emplean las
siguientes formulas:

ch’x —sh’x =1, shy  chx— ; sh2x,
1 1
ch’x = 3 (ch2x+1), sh’x= ~2~—(ch2:c ~1),
1-ith’x =sch’x, l—cth’x=csch’x.
4. Infegracion de ciertas funciones irracionaies.

a) Las integrales del tipo

ny My

ax + b] w { ax+ b )nﬁ
ex+d ex+d

donde R(x, Vs z,...) es una funcidén racional de sus argumentos y
m,, 1y, My, 1y, SOn nimeros enteros, se calculan con ayuda de la sustitucion



ax + b . , , .
M2 =, dondes esel denominador comin para las fracciones
ex+d

iy

ny Hy
b) El caleulo de las integrales del tipo

jR(x, o s br b,

donde R es una funcién racional de dos argumentos, se realiza con
ayuda de sustituciones trigonométricas de fa manera siguiente. Formando
un cuadrado perfecto en el trinomio de segundo grado y realizando, a

continuacion, el cambio de variable 1 =x+ -, la integral de partida se
Fae

reduce a la integral de uno de los tres tipos siguientes:

1) (Rl 77 b,
)[R, 1 i

3) [l 7 7 i

Las Gltimas integrales se reducen a Jas integrales del tipo
jR(sen {,c08 t)dl, o bien jR(sh t,ch f)f]t por medio de las

sustituciones trigonométrica o hiperbolica:

1) u=I/ sen [ O u=1 th I

¢

2) u=1l 1g t 0 u=1 sh

11

3) u=1 sec t 6 u=l ch 1, respectivamente.



