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INTRODUCCION

El calculo diferencial e integral constituye un pilar en las matematicas, esta profusa
disciplina tiene en lo infinitesimal un cociente de restas minimas cuyo numerador
salva a veces una divergencia. La fluctuacion entre la unidad y lo infinito es la
indeterminacion de que habla Isaac Newton y la captura de lo que escapa a la
sumatoria no es mas que la coleccion de las aglomeradas ménadas de Gottfried
W. Leibniz. Estas operaciones mateméticas de diferencias infinitesimales y suma
de progresiones, como bases de rectangulos, son capaces de crear el continuo de
lo discreto.

La solucién en lo puramente matematico se resuelve en pendientes de rectas y
areas bajo curvas, encapsuladas en una ecuacion diferencial. La extension a las
derivadas areas de la ciencia en que el calculo diferencial e integral aterriza,
evidencia la tremenda herramienta que yace en Newton y Leibnitz. La Mecéanica
de Newton fue génesis de este instrumento calculador que se alarga hasta
disciplinas como la economia y el estudio de problemas de indole social. La
ingenieria, desarrollo de la técnica, debe su avance a esta poderosa herramienta,
gue le permite, por ejemplo, calcular el volumen de un contenedor industrial 0 mas
aun, poner en Orbita un satélite artificial.

Es propédsito de este trabajo mostrar la aplicabilidad del calculo diferencial e
integral en diversos problemas de la ingenieria como parte de la materia de
Célculo aplicado de la carrera de ingenieria en Sistemas computacionales de la
Escuela Superior de Cémputo del IPN. Mostramos a manera de sumario de
problemas una cuidadosa seleccion de diferentes ejercicios en los que exploramos
las mas variantes aplicaciones del Calculo, para que los alumnos (o maestros)
mas alla de ver la solucion inmediata del problema, desarrollen la capacidad de
planteamiento, esto por supuesto, sin querer que la memoria juegue el papel de la
razén, es decir, nuestro objetivo es simplemente dar ejemplos concretos para que
el estudiante forje la habilidad de solventar su propia resolucion, que es parte
medular en su formacién profesional.

Explicitamente seccionamos el trabajo expuesto de la siguiente manera: en la
seccion primera del desarrollo de este trabajo presentamos ejercicios de razones
de cambio, en la segunda seccién exhibimos la aplicabilidad del célculo integral
mediante el computo de areas y volimenes de superficies y cuerpos irregulares;
para la tercera seccion, estudiamos las formas indeterminadas para poder evaluar
integrales impropias. Finalmente damos todas las definiciones y criterios de
convergencias de sucesiones para formalizar el computo de integrales.



UNIDAD TEMATICA 1

1.1 Tasas de cambio relacionadas

En los siguientes ejercicios sumiremos que las variables x y y son funciones derivables de t
x=x(t); y=y(t)

1. Si2x+3y=8y Z—f = 2, encuentra Z—f

SOLUCION. Derivamos ambos lados de la ecuacion 2x + 3y = 8 con respecto a t

2—+3—=0
dt dt
O bien
dx dy
2—=-3—
dt dt
dy dx dx
Como —= = 2, entonces 2— = —3(2). Por lo tanto — = -3
dt dt dt

2. Sixy =20 y% =10, encuentrai—t cuando x = 2

SOLUCION. Derivamos ambos lados de la ecuacion xy = 20 con respecto a t utilizando
la regla del producto

dy+ dx_o
Yar T Vdr
O bien
dx dy
Yar - Yat

d .
Como d—jt] = 10, entonces cuando x = 2 se tiene que

dx

yE = —2(10) *xx (1)

Pero cuando x = 2 de la ecuacion xy = 20 se obtiene que y = 10, por lo tanto de la
ecuacion (1) obtenemos que % = -2
dx

d 2 3
— = —1, encuentra Y en el punto (— T,— n).
dt dt 3774

3. Si sen®x + cos’y = g y



SOLUCION. Derivamos ambos lados de la ecuacion sen?x + cos?y = % con respecto a t
utilizando la regla de la cadena

X dy
2senx. — — (2cosy. — =
(2senx.cosx) 1t (2cosy. seny) 1t 0
O bien
dx dy
2 . —=(2 . —
(2senx.cosx) 1t (2cosy.seny) 1t
dy (senx. cosx) dx
dt  \cosy.seny/ dt
Como % = —1, entonces en el punto (x,y) = (% n,%n).se tiene que
2 2
dy sen (gn) .COS (gn) B V3
dt cos (%n) .sen (% n) 2

4.- La coordenada x del punto P que se muestra en la figura tiene una tasa de crecimiento de
icm /h. (Cuan rapido crece el area del tridngulo rectangulo O PA cuando las coordenadas de
P son (8,2)?

0 X A

SOLUCION. Sean x y y las distancias de los segmentos 04 y AP respectivamente y
denotemos por A(x, y) el area del triangulo OAP tal y como se indica en la figura.
Entonces se tiene la siguiente informacion.

Datos 2 = lcm/h
_— dt 3

Incognita Hallar el valor de % cuando P = (x,y) = (8,2)



De acuerdo con la figura descrita para este ejercicio, se deduce que el area del triangulo
OAP es

1
Alx,y) = Zxy == (1)
Y ademas se sabe que la ecuacion de la curva es

1
x=y3:y=x§***(2)

La ecuacion (1) es la ecuacion que relaciona las variables. Ahora derivamos ambos lados de
la ecuacion (1) con respecto a t para obtener

dt [ ydt] e 3)

L ) . . d
El tnico dato que no conocemos en esta ecuacion es el diferencial d—jt/ pero lo podemos
conocer derivando a la ecuacion (2), con lo cual obtenemos

Sustituyendo (4) en (3) y sustituyendo valores % = i, x = 8; y = 2 se obtiene lo siguiente

dA_1 1 1dx dx 1[1(8)%(1>+(2)1]—
ac 213 ac Vel T2l3 3 3]~

ar = gm/h

Por lo tanto

5.- Cuando dos resistencias R; y R, se conectan en paralelo, la resistencia total del sistema
esta dada por% = Ri + Ri. Si Ry & R, aumentan a razon de 0.01 ohms/seg y 0.02 ohms/seg
1

2
respectivamente, a razon de cuantos ohms por segundo cambia R en el momento en que R; =

30 ohmsy R, = 90 ohms?




SOLUCION.

dR; d

_ Rz
= 0.01ohms/seg y "

Datos = 0.020hms/seg

Incdgnita Hallar el valor de Z—f cuando R; = 30 ohmsy R, = 90 ohms

De acuerdo con el esquema de este ejercicio se tiene que la ecuacion que relaciona las
variables esta dada por

1 1 Ri R,
R R, R, " Ry +R,

*ok ok (1)

Derivamos ambos lados de la ecuacion (1) con respecto a t utilizando la regla del cociente
de funciones

dR dR dR dR
ar  Ru+ R (R S+ R G - Ry R + )
= 2
dt (R, + R,)? e (2)
Ya que dstl = 0.01ohms/seg y dstz = 0.02ohms/seg, entonces cuando R; = 30 ohmsy

o . d
R, = 90 ohms al sustituir todos estos datos en (2) se obtiene que el valor de d—}z es

drR (120){30(0.02) + 90(0.01)} — (2700){0.01 + 0.02}

- = = -3
it 14200 6.875 x 10

Por lo tanto 2—1: = 6.875 x 10~ 30hms/seg

6.- Demuestra que la tasa de cambio del volumen de una esfera con respecto al radio es
igual al 4rea de la superficie.

Demostracion. Se sabe que el volumen de una esfera de radio r est4 dado por la formula

4
V(r) = §7TT'3

Por lo tanto, al derivar a ambos lados de esta ecuacion con respecto a r obtenemos lo
siguiente

E = 477.'7"2

Esta expresion es precisamente la formula para calcular el 4rea de la superficie de una
esfera.



7.- Un globo esférico esta siendo inflado de tal manera que su volumen aumenta a razon de
3
m , . ., .
5 — (Con qué rapidez aumenta su diametro cuando este tiene 12 mts?

SOLUCION. Denotemos por D al diametro del globo.

dav m3
Datos — =5—
_— dt min

Incégnita Hallar el valor de Z—? cuando D = 12m

De acuerdo con el esquema de este ejercicio se tiene que para encontrar la ecuacion que
relaciona las variables V' y D, vamos a utilizar la formula para calcular el volumen de una
esfera

4
V() = §7T7”3

Como D = 2r entonces el volumen de una esfera en funcidon del didametro se escribe de la
siguiente manera

V() = %nD3 wxx (1)

La ecuacion (1) es la ecuacion que relaciona las variables volumen-didmetro. Ahora
derivamos ambos lados de la ecuacion (1) con respecto a t para obtener

av 1 D2 dD

dt 3" e

O bien
ab 3 dv
dt nD?dt
3
Ya que ¥ _s Z_ entonces cuando D = 12m al sustituir en (2), el valor de D es
dt min dt

av._ 5 m
dt  72mmin



8.- Un hombre de 1.80 metros de estatura camina hacia un edificio a razén de 1.5 m/s. Si hay
una lampara sobre el suelo a 15 metros del edificio, ;con qué rapidez se acorta la sombra del
hombre sobre el edificio cuando se encuentra a 9 metros del mismo?

Solucién. En el siguiente diagrama se han expresado los datos del ejercicio

gl ] :
Rl
gl L2

+_|
| | A m
i} D Q
15—x x
g 15

En este caso y representa la altura de la sombra del hombre sobre el edificio y x denota la
distancia horizontal a la que se encuentra el hombre del edificio en un determinado momento.

Datos. & = 1.5m/s
dt
Incégnita. Hallar 2—3; cuando x =9

Con la ayuda del diagrama anterior vamos a determinar cual es la ecuacion que relaciona las
variables x y y. Para ello vamos a utilizar semejanza de tridngulos, como podemos observar
se tiene la siguiente relacion entre segmentos

4B BC
AD DE
Esto es
15y
15—x 1.8

Y de aqui se tiene que
15y — xy = 27 »*x (1)

La ecuacion (1) es la ecuacion que relaciona las variables x & y. Ahora derivamos ambos
lados de la ecuacion (1) con respecto a t para obtener

15dy dy dx
ac Yar Yde T



15dy dy dx
dac Yac Var

: : . .. d . . .
O bien, al despejar al diferencial d—lt’ de esta expresion se obtiene lo siguiente

p ydx
ay _ dt
it \T5—x )@

d .
Ya que d—i = 1.5 solamente nos falta determinar el valor de y. De acuerdo con los datos
del ejercicio, al sustituir x = 9 en la ecuacion (1) se obtiene que

27
Y=

. . o . d
Finalmente al sustituir estos datos en la ecuacion (2) se obtiene que el valor de d—jt/ es

27
dv ?(1-5)
at \15-9 |Tg™/®

9. La orilla de una alberca es un rectangulo de 60 metros de largo y 30 de ancho, y su seccion
transversal tiene las dimensiones (en metros) que se indican en la figura. La alberca se esta
llenando a razon de 500 metros cubicos de agua por minuto. Calcula aproximadamente la
razon de cambio del nivel del agua h en el momento en que la profundidad en la parte mas
honda es de 4 metros

60

20

Solucién. Sea x la longitud horizontal y h la altura del nivel del agua de la alberca que se
indican en el diagrama anterior. Entonces tenemos lo siguiente

Datos. Z—: = 500m3/min

Incégnita. Hallar % cuando h = 4.



60

7l

Con la ayuda del diagrama anterior vamos a determinar cual es la ecuacion que relaciona las
variables V & h. Para ello vamos a utilizar la férmula para calcular el area de un trapecio
dada por

20

A= %(B + b)h **x* (1)

b

Y también un poco de semejanza, como podemos observar del diagrama anterior se tiene la
siguiente relacion entre segmentos

60 5

Esto es
x = 12h **x (2)

En nuestro caso solamente necesitamos calcular el valor de 4; = %A dado en (1) el cual

representa al area de la zona sombreada en el diagrama, por lo cual encontramos que el valor
de esta area es

1
A= 2 (2x 4+ 40)h **x* (3)
Pero por (2) se llega a

1
A= 2 (24h + 40)h **x (4)

Por lo tanto, el volumen de agua en la parte sombreada puede expresarse en términos de la
altura del nivel del agua h como

V(h) = (6h + 10)30h;0 < h < 5 %*x (5)



Donde
V(0) =0y V(5) =6000

La ecuacion (5) es tan solo una parte de la ecuacion que relaciona las variables V y h. De
hecho, el volumen es una funcion definida por partes con dominio definido por [0,9] por lo
que aun queda pendiente la parte del llenado que va de 5 < h < 9. Pero como en nuestro
caso solamente estamos interesados en conocer la razon de cambio del nivel del agua h en el
momento en que la profundidad en la parte mas honda es de 4 metros entonces concluimos
que con este analisis es suficiente para resolver este ejercicio.

Ahora derivamos ambos lados de la ecuacion (5) con respecto a t para obtener

av dh
— =360h—+300;0<h <5
dt dt
Por lo tanto
av
dh B qac 300

&= 360n T (©

Pero como 2—‘; = 500m3/min, entonces cuando h = 4 de (6) se concluye que

dh 500 —300 5
dt  360(4) 36

Por lo tanto la razon de cambio del nivel del agua h en el momento en que la profundidad

. . 5 m
en la parte mas honda es de 4 metros es de aproximadamente Py

10



1.2 APROXIMACIONES LINEALES Y DIFERENCIALES

1.- Calcula la diferencial dy de las siguientes funciones y luego evaluala para los valores
dados de x y dx

(a)y =v4+5x;x =0ydx =0.04

(b)y =—=;x=1ydx =—001

5

Solucidn. (a) dy = dx por lo tanto, cuando x = 0 y dx = 0.04 se tiene que

2v4+5x
dy = > (0.04) = 0.05
y = Nrh =0.
(b)ydy = — (x+11)2 dx por lo tanto, cuando x = 1 y dx = —0.01 se tiene que

1
dy = —Z(—O.Ol) = 0.0025

2.-Sean f(x)=(x—-1)% g(x) =e™®* & h(x)=1+In(1-2x). Encuentra la
linealizacion de f, g y h en a = 0 ;Qué se puedes observar? Explica.

Solucion. Para resolver este ejercicio vamos a utilizar la expresion
L(x) = f(a) + f(@)(x — @) x** (1)
Se sabe que L(x) o mejor dicho, la recta tangente en el punto (a, f(a)) es una buena

aproximacion a la curva y = f(x) cuando x esta cerca de a. En este caso se cumple lo
siguiente

fO=G&-1D)?=fE=2x-1

gx) =e > = g'(x) = —2¢7*

h(x) =1+1In(1—-2x) = h'(x) =

-2
1-2x

De esta manera, utilizando la expresion (1) con a = 0 obtenemos que la linealizacion para
cada una de estas funciones es

Le(x) = f(0) +xf"(0) =1—2x
Ly(x) = g(0) +xg7(0) =1—2x
Lp(x) = h(0) + xh’(0) =1 — 2x

11



Esto es porque las funciones f,g y h y sus derivadas tienen los mismos valores en a = 0.
La aproximacion lineal parece ser mucho mejor para f que para las funciones h y g, esto se
debe a que para un mismo dominio que contenga al punto a = 0 y donde la graficade f,gy h
comienzan a aproximarse a L la aproximacion es mucho mejor para la grafica de f que las

de g y h. Por otra parte, la aproximacion empeora mas para h ya que su grafica se aleja
mucho mas rapido de L que las graficasde f y g.

2
ﬂ\ 3\
A}
MY
SOON
0
N
\\\
\ \
NN "‘.
NN |
\ L TR \V |
_05 0 h LO.S Lo ‘

3.- Al calentar una placa cuadrada metéalica de 15m de longitud, su lado aumenta
aproximadamente 0.04m. Utiliza diferenciales para estimar cuanto aumento
aproximadamente su area.

Solucion. Por la simplicidad de éste ejercicio en particular, s6lo en este caso vamos a
calcular la variacién [ A y la compararemos con dA.

Notese que originalmente teniamos una placa de 15 X 15, después de calentarla obtenemos
una placa de 15.04 X 15.04, como la que se muestra en la figura.

0.0016

15 0.04

En este caso la funcion es A(L) = L? ypor lo tanto el valor exacto del incremento esta dado
por la variacion AAen L = 15y AL = 0.04, esto es

AA = A(L + AL) — A(L)
= A(15.04) — A(15)
= 2262016 — 225 = 1.2016

12



Por lo tanto, el valor exacto del incremento del area superficial de la placa es de 1.2016cm?.
Si ahora calculamos el diferencial de 4rea para A(L) = L? con
L = 15mydL = 0.04m, obtenemos:

dA = (2L)dL = 2(15m)(0.04m) = 1.2m?

En consecuencia, cuando el lado se incrementa en 0.4m, el area aumenta aproximadamente
1.2m?. Por lo tanto el error en nuestra aproximacion es solamente de AA — dA = 0.0016m?.

4.- Se encontro que la arista de un cubo es de 30 cm, con un error posible en la medicion de
0.1 cm. Utiliza diferenciales para estimar el error maximo posible y el error relativo al
calcular el volumen del cubo. Encuentra el area superficial del cubo.

Solucion. (a) Sea L la longitud de uno de los lados del cubo. Sabemos que entonces su
volumen est4 dado por la férmula

V(L) = L3 x*x (1)
Al diferenciar a ambos lados de esta ecuacion encontramos que

dv
aq- 3L% = dV = 3L2dL *xx (2)

Cuando x = 30 y dL = 0.1 de la ecuacion (2) obtenemos que
dV =3(30)2(0.1) = 270

De esta manera el error maximo posible que se comete al calcular el volumen del cubo es de
alrededor de 270cm3

El error relativo se puede aproximar mediante diferenciales de la siguiente manera
AV dV

|4 |4

O sea que para L = 30 y dL = 0.1 tenemos

AV dv  312dL _3(0.1) _

% % L3 30
Y por lo tanto el error porcentual que se comete es

AV dv
(7> % 100% ~ (7> x 100% = (0.01) X 100% = 1%

(b) El area superficial de un cubo Ag(L) se calcula con la formula

Ag(L) = 6L% %% (1)

0.01

En este caso
dAg = 12LdL **x (2)
Cuando x = 30 y dL = 0.1 de la ecuacion (2) obtenemos que dAg = (12)(30)(0.1) = 36

13



De esta manera el error maximo posible que se comete al calcular el area superficial del cubo
es de alrededor de 36¢m3

El error relativo para L = 30 y dL = 0.1 es aproximadamente de
AV dv  12LdL _ 2(0.1)

Vv o6z T 30
Y por lo tanto el error porcentual que se comete es

= 0.006

AV av — _
(7) X 100% = (7> x 100% = (0.006) x 100% = 0.6%

5.- Utiliza diferenciales para estimar la cantidad de pintura necesaria para aplicar una mano
de 0.05 cm de espesor, a un domo hemisférico de 50cm de didmetro

Solucion. Se sabe que la tasa de cambio del volumen de una esfera con respecto al radio es
igual al area de la superficie. En otras palabras, si el volumen de una esfera esta dado por

4
V(r) = §TL’T‘3
Entonces el diferencial
av I
I = r

Es igual al area de su superficie. Por lo tanto, el volumen y el area superficial para un domo
hemisférico estaran dados respectivamente por las siguientes expresiones

2 av
= — 3 _— = 2
V(r) 3TV o 271r

Y de esta manera, el volumen aproximado de pintura necesaria para aplicar una mano de 0.05
cm de espesor, a un domo hemisférico de 50cm de didmetro se puede obtener con la formula

D
dV = 2nr?dr;donder = 5= 0.25m y dr = 0.0005m

14



Por lo tanto
dV = 2m(0.25m)?(0.0005m) =~ 1.9635 x 10~* m3

15



1.3 APLICACIONES DE MAXIMOS Y MINIMOS
1.- Obtén la grafica de la siguiente ecuacion

y =x—x%x € (—00,00)

SOLUCION. Vamos a utilizar un poco de teoria de maximos y minimos de funciones para
resolver este ejercicio. Como

fx)=x—x?=x(1—-x)
Entonces las raices de esta ecuacionson x = 0 & x = 1.

Por otra parte se tiene que f'(x) = 1 — 2x, debido a que la derivada de esta funcion existe
para toda x € (—oo, ) entonces para encontrar sus nimeros criticos solamente hay que
resolver la ecuacion

fx)=0
O sea
1
1-2x=0&x=3€ (-o,)
Por lo tanto x =% es numero critico de f(x) =x —x2. Y como f”(x) = —2, entonces

f”(x) < 0 para toda x € (—, ). En particular se tiene que [ G) < 0, de esta manera,
por el criterio dela segunda derivada se tiene que f(x) = x — x? tiene un maximo local en
1

X = % yf G) = Asi que la coordenada de este punto es

P = G,i), a partir de toda esta informacion se puede obtener un bosquejo de la apariencia

de la grafica de y = x — x2como se indica a continuacion.

,.q
=
-y

2.-Para las siguientes funciones

(a) Encuentra los intervalos donde la funcion f es creciente o decreciente
(b) Encuentra los valores maximos y minimos locales de f
(c) Encuentra los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion

I- f(x) =x —2senx; 0 < x < 37

16



IL.- f(x) = xIn(x)
IIL- f(x) = x%e*

Vamos a utilizar el criterio de la primera derivada para saber quiénes son los valores minimos
locales de f, la prueba de concavidad y la definicion de puntos de inflexion.

I.- SOLUCION.

(a) Como f(x) =x —2senx;0 < x < 3w Entonces f'(x) =1 — 2cosx

f(x)>0 ©1—2cosx>0
& cosx <%*** (D
1 5 . 7
(:)gn<x<§7r O bien 3—7t<x<37t

La condicion (1) puede apreciarse mejor en la grafica de la funciéon y = cosx. Por lo tanto,

f(x) es creciente en los intervalos G n,zn) y (31 T, 37r). Similarmente se tiene que
f(x)<0 ©1—2cosx<0

1
(:)E<cosx

1 . 5 7

4:)0<x<§7t O bien 3—7T<x<§7t

Por lo tanto, f(x) es decreciente en los intervalos (0, én) y (35 n,gn).

(b) Como para f” se cumple que

, 1 , 1_5 , 5 7 , 7
f'<0en (O,grr),f >0en (gn,gn), f'<O0en (3—7‘[,57'[), yf'>0en (3—71, 37‘[).
Entonces se tiene lo siguiente.

. . . 1

La funcion f pasa de decreciente a creciente en el punto x = 37
. . . 5

La funcion f pasa de creciente a decreciente en el punto x = ;T

. . . 7
La funcion f pasa de decreciente a creciente en el punto x = 37
Por lo tanto, por el criterio de la primera derivada se concluye que

f G n) = —0.68 es un minimo local de f,

f (g T[) = 6.97 es un maximo local de f y que
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f (g n) = 5.60 también es un minimo local de f.

(¢) La segunda derivada de fes f"(x) = 2senx entonces

f(x)>0 o 2senx >0
< senx > 0
©0<x<m Obien 2r <x <3m
Por la prueba de concavidad, la funcion f(x) es concava hacia arriba en los
intervalos (0,7) y (27, 3m). Similarmente se tiene
f7(x)<0 o 2senx <0
< cosx <0
eon<<x<2n

Por la prueba de concavidad, la funcion f(x) es concava hacia abajo en el intervalo (7, 27).
Ya que para f”" se cumple que

f" >0en(0,m),f” <0en(m2m), f” > 0en(2m, 3m).

Entonces concluimos que la funcién f tiene un punto de inflexién en los puntos
(m,m)y (2m, 2m).

/
\/ .

-10

Graficade y = x — 2senx

2.- SOLUCION.

(a) Como f(x) = xIn(x); x € (0,0) entonces f'(x) = 1 + Inx. Para resolver este ejercicio
ahora vamos a emplear los nimeros criticos de la funcion. Como f’estd definida en todo el
dominio de f entonces para encontrar los nimeros criticos de f resolveremos la ecuacion
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fx)=0
Esto es

1+inx=0
1
e

X =

1 .o . 1
Como x = - se encuentra en el dominio de f entonces se tiene que x = -

Es numero critico de la funcion f. Ahora vamos a considerar los siguientes subintervalos de

R.
1 1
02).(o)
e/ \e
Como f(x) # 0 para cada uno de estos intervalos, entonces para conocer el signo de f"(x)

solamente hay que tomar un nimero de prueba dentro de cada uno de estos intervalos y
evaluarlo en f”(x). Si por ejemplo, tomamos x = 0.3y x = 0.4 se encuentra que

f(03)<0yf(04)>0
Por lo tanto f'(x) < 0six € (0, é) y de esta manera, f es decreciente en el intervalo (0,5).
Similarmente se tiene que f'(x) > 0six € (é, 00) por lo tanto se tiene que la funcién f es
creciente en el intervalo G, 00) y f es decreciente en el intervalo (0,&).

(b) del inciso anterior vemos que la funcion f pasa de decreciente a creciente en el punto

X = épor lo tanto f (i) = —é es un minimo local de f.

(c) La segunda derivada de f es [ (x) = % la cual es siempre positiva para x > 0, por lo

tanto f es concava hacia arriba sobre todo su dominio y no tiene puntos de inflexion.

Grafica de y = xInx

19



3.- SOLUCION.

(a) Como f(x) = x2%e* x € (—o0, ) entonces f'(x) = x(x + 2)e*. Para resolver este
gjercicio nuevamente vamos a emplear a los nimeros criticos de la funcion. Como festa
definida en todo el dominio de f entonces para encontrar los nimeros criticos de f
resolveremos la ecuacion

fx)=0
Esto es
x(x+2)e*=0
ox=-20x=0
Como x =0yx = —2 se encuentran en el dominio de f entonces se tiene que x =
0 y x = —2 son niimeros criticos de la funcion f. Ahora vamos a considerar los siguientes

subintervalos de R.
(—00,—=2),(=2,0), (0, )

Como f’(x) # 0 para cada uno de estos intervalos, entonces para conocer el signo de f"(x)
solamente hay que tomar un nimero de prueba dentro de cada uno de estos intervalos y
evaluarlo en f”(x). Si por ejemplo, tomamos

x==-3,x=—-1yx=1
Entonces se cumple lo siguiente
f(=3)>0,f(-D<0yf(1)>0

Por lo tanto f'(x) > 0 si x € (—oo0,—2) y de esta manera, f es creciente en el intervalo
(—o0,—2). Similarmente se tiene que f'(x) < 0 si x € (—=2,0) y f'(x) > 0 si x € (0, ),
por lo tanto la funcion f es decreciente en el intervalo (—2,0) y es creciente en el intervalo
(0, 00).

(b) del inciso anterior y por el criterio de la primera derivada vemos que la funcion f pasa de
creciente a decreciente en el punto x = —2 por lo tanto f(—2) = 4e~2 es un maximo local
de f.

La funcion f pasa de decreciente a creciente en el punto x = 0 por lo tanto f(0) = 0 es un
minimo local de f.

(c) La segunda derivada de f es f'(x) = e*(x? + 4x + 2). Para encontrar los puntos de
inflexién de f primero necesitamos saber cudles son los puntos x = ¢ en los que f"(c¢) =
0 o bien f""(c) no existe y luego decir para cuales subintervalos del dominio de f, el signo
de f”(x) es positivo y donde es negativo.

Como [ estd definida en todo el dominio de f entonces para encontrar los nimeros donde
se anula la funcion f*” primero resolveremos la ecuacion
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ffG=0
Esto es
eX*(x?+4x+2)=0
Como y = e* > 0 para toda x, entonces esta igualdad se cumplira si y solo si
xX2+4x+2=0ox=-2 +V2

Es claro que estos puntos se encuentran en el dominio de f. Ahora vamos a considerar los
siguientes subintervalos de R.

(=00, =2 =v2)(-2-v2,-2++2),(-2 + V2, )

Como f”’(x) # 0 para cada uno de estos intervalos, entonces para conocer el signo de f*"(x)
solamente hay que tomar un niimero de prueba dentro de cada uno de estos intervalos y

evaluarlo en f”(x). Si por ejemplo, tomamos
x=-35x=-34yx=0
Se encuentra que
f(=33)>0,f"(-06)<0yf”(0)>0
Y por lo tanto se tiene que

f(x)>0en(—o,—2—v2),f"(x) <0en(-2—-v2,-2+2)

y 7 (x) > 0en(-2+V2,)
De esta manera, por la prueba de concavidad se tiene que f** es concava hacia arriba en el
intervalo (—o0, —2 — v/2), es concava hacia abajo en el intervalo (—2 — v2,—2 + V2) yes

concava hacia arriba en el intervalo (—2 ++/2, OO). Por lo tanto f tiene dos puntos de

inflexion en los puntos

(-2-V2f(-2-V2)) = (-341,038) y (-2 + V2, f(-2+2)) ~ (~0.59,0.19).

Grafica de y = x%e”*
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UNIDAD TEMATICA 2

2.1 AREA ENTRE CURVAS
Calcula el area de la region acotada por las siguientes graficas

l-y=lx|; y=x?-2

[ y=|x|

y=x>-2

SOLUCION. Es evidente que la region es simétrica con respecto al eje Y, entonces podemos
evaluar solo en el intervalo x € [0,2], y el resultado multiplicarlo por 2 y de esta manera
obtendremos el area A de esta region.

En efecto, si x € [0,2], entonces |x| = x, entonces, sean
f=y=Ix| = fx)=x,
gx)=y=x*-2
Entonces:

2 2 2

20
A =2f [f(x)— gx)]dx = Zf [x — (x? = 2)]dx = ZJ. (x—x2+2)dx=?
0 0 0
Por lo tanto, el area de la region A es 23—0u2
2.-y=cosx;y =sen2x;x = 0,x = g

SOLUCION. Primero vamos a encontrar los puntos de interseccion entre estas curvas. Estos
estan donde se cumple que

cosx = sen2x *xx (1)
Pero
Sen2x = 2senxcos x

. 1
Por lo tanto, de (1) se tiene que cosx = 2senx cosx < senx = 5
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YA
y=Cos X
y =sin 2x

=Y

w
6

T s . .
Como 0 <x < 2 entonces esto ocurre cuando x = - De acuerdo con el diagrama anterior

observamos que
T
cosx = sen2xpara 0 < x < —**x* (2)

Y que
s
sen2x = cosx para 5 < x < - *xx (3)

Por lo tanto, el area para la region dada por la condicion (2) esta dada por

s
6

A= f (cosx — sen2x)dx =
0

Por otra parte, el area para la region dada por la condicion (3) esta dada por

Por lo tanto, el area para la region dada por la condicion (2) esta dada por
7 1
A, = fE (sen2x — cosx)dx = 3
6

—u?

Por lo tanto, el area total de la region pedida en unidades cuadradas es de
1
A = A2 + AZ = 2
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3.- Calcula el area de la region sombreada

SOLUCION. De acuerdo a los datos que nos proporciona la figura, observamos que
e? >y?—2,para—1<y<1
Por lo tanto, el 4rea de la region sombreada en unidades cuadradas es
1

A=f_ll{ey—(yz—2)}dy=j_11(ey—y2+2)dy= (?—E+e)u2

3.- (Para qué valores de m larectay = mx y la curva y = x/(x? + 1) encierra una region?
Encuentra el area de esa region.

SOLUCION. Primero vamos a calcular los puntos de interseccion entre estas curvas. Para
ello, vemos que

X 1
Sx =+ E—l;para0<mS1

mx =
x2+1 -

De esta manera, para encontrar las coordenadas P = (x, y) de los puntos de interseccion entre
estas curvas, podemos por ejemplo sustituir los valores de

x=x |[—— 1, para0<m<1
m

En la ecuacion de y = mx para concluir que estas estan dadas por

1 1
= \/——1,m\/a—1 yP,=(0,0)enm=1

Por lo tanto, para 0 < m < 1 la grafica de la region que se forma con la interseccion de estas
curvas es la siguiente
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De acuerdo con el diagrama anterior observamos que

X 1
mxzxz_l_1 para — /E—1SxSO***(1)
- = 0<x< ! 1 2
_— kkok
x2+1_mxpam <x< - (2)

Como la region que se indica es simétrica con respecto al eje Y, entonces para encontrar el

Y que

valor A de su area podemos considerar sélo en el intervalo x € [0, /i -1 l, y el resultado

multiplicarlo por 2, por lo tanto, por la condicion (2), el area para toda la region sombreada
esta dada por

1

m 1 X
A—Zj; (xz_l_l—mx)dx—m—ln(m)—l

Por lo tanto, el 4rea total de la region pedida es de (m — In(m) — 1)u?
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2.2 CALCULO DE VOLUMENES

2.- Representa la region R acotada por las graficas de las ecuaciones dadas y luego plantea
la integral o las integrales necesarias para calcular el volumen del s6lido S que se obtiene al
girar R alrededor de la recta indicada

a) x =y —y?%x =0; alrededor del eje y.

SOLUCION. En la siguiente figura se muestra a la region y al sélido S que se forma junto
con un disco caracteristico

ya
YA
14
x=y—y* -
1 l)
42
0 1 x 0 X

El area de la seccion transversal de este disco estd dada por
AWY) =nx? =n(y —y»)? = nlg(»)]?
Y su volumen es
V(y) = A)dy = nx*dy = n(y — y*)*dy

De esta manera, utilizando la formula

d d
V(s) = f AQ)dy = f nlg))? dy

Se encuentra que el volumen de S es
1

V(s) = f n(y —y?)?dy = ;—0

Por lo tanto, el volumen de S es de :—0u3.

(b)y =secx;y =1; x = —1; x = 1 alrededor del eje x
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SOLUCION. En la siguiente figura se muestra a la region y al sélido S que se forma junto
con un anillo o roldana caracteristica

NIZER

x=-1 x=1

Para resolver a este ejercicio vamos a utilizar precisamente el método de los anillos. El area
de la seccion transversal de este anillo estd dada por

A(x) = n{[r,]* =[]} = n{[f (0)]* — [g(x)]*}

Donde el radio interior y exterior de este anillo caracteristico estan dados por
rn=gx)=1yr, = f(x) = secx

Por lo tanto, su volumen es
V(y) = A(x)dx = n{sec?x — 1}dx

Y de esta manera, utilizando la formula

b
f H{lf T2 — [g(O]1dx

Se encuentra que

1

V(S) = f n{sec?x — 1}dx = 2rn(tan(1) — 1)

Por lo tanto, el volumen de S es de 2 (tan(1) — 1)u?
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©y=xy=0; x=2; x =4alrededor del eje x = 1

SOLUCION. En la siguiente figura se muestra a la region y al so6lido S que se forma junto
con dos anillos o roldanas caracteristicas

YA

YA i yzy E
®
41 ix=1 :

- e -

> 4 x 2L —

=Y

0

Como podemos observar, el volumen de este solido S se puede ver como la suma de los
volumenes V(S;) y V(S,)

V() =V(S) + V(S

Vamos pues a calcular el valor de cada uno de estos volimenes y luego vamos a sumarlos
para obtener el valor del volumen total V' (S). Primeramente notamos que el area de la seccion
transversal de cada uno de estos anillos se obtiene mediante la formula

AWY) = n{[r,]* = [n1?} = n{[f 1> - g1}

Donde el radio interior y exterior del primer anillo (el de mas abajo) esta dada por

n=90)=2-1=1yn=f(p)=4-1=3

Por lo tanto, su volumen es

V1 (y) = A;(y)dy = n{3% — 1*}dy = 8ndy
Y de esta manera

2 2

Vs, = f A, (y)dy =f 8ndy = 16m *xx (1)

0

Por otra parte, el radio interior y exterior del segundo anillo esta dada por

n=g=y-1=1yr=f()=4-1=3
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Por lo tanto, su volumen es

V,(v) = A,(y)dy = {32 = (y — 1)?}ndy = (8 + 2y — y¥)ndy
Y de esta manera

4

4 28
v(s) = [ a0y = [ @+ 2y —yHmdy = Troes @)

2

Finalmente, sumando los volimenes dados por las expresiones (1) y (2) se llega a

28 76
V(s) = 167‘[+?TL’ =35

Por lo tanto, el volumen del solido S es de 73—67r usd

d) x%2 + y? = 1; alrededor de la recta x = 5.

SOLUCION. METODO I. La siguiente figura, es parte de un corte transversal del s6lido
S que se genera. Primero vamos a considerar las funciones f(y) & g(y) que se muestran
en la figura. Si empleamos el método de las arandelas, cortando el so6lido de manera
horizontal obtendremos anillos como a los que se indican.

Y
&

x=5

aly) fly) I

i
R 1

Graficas f(y) =1—y%2 y g(y) = —J1 — y?

Donde R = radio exterior; r = radio interior; dy = altura y el volumen del anillo es

V = nR?*dy — nr?’dy = n(R? —r?) dy
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Pero, como se puede apreciar en las figuras anteriores

R=5-g0) & r=5-f()
De modo que:

v=n|[5-9m) - (5-rm»)]|dy

s T - (- o
=n|(25+10yT=y2+1-y?) - (25 -10/T—yZ + 1 -y?)|dy
=m|25+10yT—y?+1-y> - 25+ 10/1— y2 — 1 +y?|dy
=7 |20yT—»?| dy

= 20my/1 - y2dy

Por lo tanto, el volumen de todo el solido es la integral cuyo integrando es V y los limites de
integracionsony = -1 & y=1

1 1
V= f 20my/1 —y2dy = ZOnf J1—y2dy #xx(1)
-1 -1

La integral (1) se resuelve mediante sustitucion trigonométrica. Para ello primero vamos a
considerar el siguiente triangulo

1-y2
Donde
senf =y
dy = cos6 df

cosf = /1 —y?

Y sustituyendo en (1)
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1 1

1
V= ZOnf (\/1 — sen20) (cos6db = 207rf (cos0)(cos0do) = 207l'f cos? 6 do
-1 -1 -1
Pero como cos? @ = % + % cos 20, entonces

1

1 1 1 1 1
V= ZOnj (—+—cos 20) do = 10nf df + 10w = 1076 + 107 [— sen 29] |
-1 2 2 -1 2 _1

Pero, de acuerdo con el triangulo, 8 = arc seny

sen 20 = 2senfcosf = 2y,/1 —y?

Entonces, nuestro resultado lo escribimos en términos de y
1 1
V =10marc seny + 107r[§- 2y4/1 —yz] | _1

1
= 10w arc seny + 10my,/1 — y? | _1
Y finalmente evaluamos

v = [107 arc sen (1) + 10n(1){1— (1)?
— [107‘[ arc sen (—1) + 10w (—-1)/1 — (—1)2]

=[10n (g) +10mv0| — [107 (- %) — 10mV0|

=512 — (—51%) = 572 + 572 = 1072
Por lo tanto, el volumen del sélido S es de V = 10m? u?

METODO. II Imaginemos que se cortd el solido y después se “endereza” formando un
cilindro, se coloca este cilindro sobre el eje x de manera que uno de sus extremos quede
justo en el origen y el otro en el lado positivo.

Para conocer los limites de integracion, solo debemos determinar el perimetro del sélido, esto
es 2nr donde 7 es la distancia desde el origen hasta la recta x = 5, como lo muestra la
siguiente figura, por lo tanto r = 5. De esta manera tenemos que la circunferencia (o
perimetro) del sélido es: 2(5) = 107

Los limites de integracion son entonces desde x = 0 hasta x = 10m.
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(o
A"
—

x=5 dx

Ahora, si rebanamos el cilindro formado, obtendremos pequenas rebanadas de ancho dx y
de 4rea mr?, y sabemos que el radio 7 de estos cilindros mide 1, asi, el 4rea de cada rebanada
es:

Ap = nridx = mdx

Y el volumen del s6lido sera

10w 101 107
V=f ndx =7 dx = mx | 0 = n[10m — 0] = 1072
0 0

El resultado es V = 10m?u?, igual al que obtuvimos anteriormente.

Utiliza el método de los cascarones cilindricos para calcular el volumen generado al hacer
girar la region acotada por las curvas dadas en el eje indicado.

a)y =3+ 2x — x%;x +y = 3 alrededor del eje y.

SOLUCION. Emplearemos la formula

b
V(s = f 2mxf (x)dx »** (1)

En la siguiente figura se muestra a la region y al s6lido S que se forma junto con un cascaron
cilindrico caracteristico

y=3+2x—x*
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Como x + y = 3, entonces y = 3 — x de manera que los puntos de interseccion entre las
curvas y = 3 —x & y = 3 4+ 2x — x? ocurren cuando

3—x =3+ 2x —x?

Lo cual se cumple para x = 0 0 x = 3, sustituyendo estos valores en cualquiera de estas
ecuaciones se obtiene que los puntos de interseccion entre estas curvas son

Py =(03)y P, =(3,0)

El radio medio del cascardn cilindrico que se indica tiene un valor de r = x, altura h =
(3+2x —x%) — (3—x) = 3x — x2. Y espesor dx. Por lo tanto, su volumen es

V(x) = 2rx(3x — x%)dx
Utilizando la ecuacion (1), se encuentra que

3 27
V(S) = J 2nx(3x — x¥)dx = -
0

Y por lo tanto, el volumen del sélido V(S) es de 22—77r us.

b)y = 4(x — 2)%,y = x? — 4x + 7 alrededor del eje y.

SOLUCION. Nuevamente emplearemos la formula

b
V(s = f 2mxf (x)dx *** (1)

En la siguiente figura se muestra a la region y al s6lido S que se forma junto con un cascaron
cilindrico caracteristico

y
i y=4(x—2)

y=x>—4x+7

(1.4) (3.4)

=)
o+
-
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Los puntos de interseccion entre las curvas y = 4(x —2)2 &y = x? — 4x+ 7 ocurren
cuando

4(x —2)2=x%>—4x+7

Lo cual se cumple para x = 1 0 x = 3, sustituyendo estos valores en cualquiera de estas
ecuaciones se obtiene que los puntos de interseccion entre estas curvas son

Po=(14)yP =(34)

El radio medio del cascardn cilindrico que se indica tiene un valor de r = x, altura h =
(x2—4x+7)—4(x—2)? = —3x%2 4+ 12x — 9. Y espesor dx. Por lo tanto, su volumen es

V(x) = 2mx(3x% + 12x — 9)dx
Utilizando la ecuacion (1), se encuentra que

3
V(S) = J 2mx(3x? + 12x — 9)dx = 167
1

Y por lo tanto, el volumen del s6lido V(S) es de 16w u3.

c)y = 4x?%;y = —2x + 6 alrededor del eje y.

SOLUCION. En este caso emplearemos la formula

d
V(s) = f 2myg(y)dy *x* (1)

En la siguiente figura se muestra a la region y al so6lido S que se forma junto con un cascardn
cilindrico caracteristico

}?
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Como podemos observar, el volumen de este solido S se puede ver como la suma de los
volumenes V(S;) y V(S,) dados paray € [0,4] & y € [4,9]

V(S) =V(S) + V(S2)

Vamos pues a calcular el valor de cada uno de estos volimenes y luego vamos a sumarlos
para obtener el valor del volumen total V(S). Utilizando la férmula (1).

Los puntos de interseccion entre las curvas y = 4x2; y = —2x + 6 ocurren cuando
4x% = —2x+ 6
3 . .
Lo cual se cumple parax =10 x = — p sustituyendo estos valores en cualquiera de estas

ecuaciones se obtiene que los puntos de interseccion entre estas curvas son

3
PO = (1,4‘)yP1 = (_5,9)

Para usar el cascardn de la figura de este ejercicio ahora pasamos de y = 4x? a x = + 73/ y

de y=-2x+6 ax=y7_6.

El radio medio de un cascardn cilindrico que va de [0,4] tiene un valor de r = y, altura h =
(ﬂ) - (— ﬂ) = ﬁ Y espesor dy. Por lo tanto, su volumen es

2 2
Vi (y) = 27'[3’(\/; )dx
Utilizando la ecuacion (1), se encuentra que

4 128
() = [ 2my([)dy = e @)

Por otra parte, el radio medio de un cascardn cilindrico que se encuentre en el intervalo [4,9]
tiene un valor de r =y € [4,9] , altura h = (yT_G) — (— g) = 32—/+ g — 3. Y espesor dy.
Por lo tanto, su volumen es

y J_ > dy

V,(y) = 27TY<

Y nuevamente, utilizando la ecuacion (1), se encuentra que
866
<2+M— )dyzfn***(S)

Por lo tanto, por (2) y (3), el volumen del solido V(S) es de V;(y) + V,(y) = Zgﬁn ud.

w@—f

4
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2.3 LONGITUD DE ARCO Y AREA DE SUPERFICIE DE REVOLUCION

1.- Calcula el area de la superficie de revolucion obtenida al hacer girar la siguiente curva
alrededor del eje x:

a)y=senx; 0<x<m

SOLUCION. Emplearemos la formula

S = [ 2nf )1+ [f'()]%dx dondea=0, b=,

Como f(x) =senx = f'(x) =cosx

Por lo tanto

Y T
S=f 2w senx+ 1+ cos? x dx=27rj senx+1+cos?x dx *xx (1)
0 0

Esta integral se resuelve mediante sustitucion trigonométrica:
Sea el triangulo
Donde:
tan @ = cosx
= —senxdx = sec’6df
senxdx = —sec?6df
Sustituyendo en (1)

S=2m fon(— sec? 8 dO)V1 + tan? 6, pero V1 + tan? § = sec 6, entonces

T

V3
S = an (—sec? 6dB)(sech) = —an sec3 6 do
0 0

Integrando por partes
Sea
u=secd = du=secHtanbdo

dv =sec?0df = V=fsec29d0=tan9
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Entonces

fsec3 6 do =secHtanf — f tan @ (secftan6)do
j sec30dO =secHtan b — f sec 6 (tan? 0) d6

j sec30dO =secHtanf — f sec (sec? 0 — 1)do

fsec3 0do = secHtanb —fsec39 do +jsec9d9

2fsec39d9 =sec9tan9—jsec9d9

secO+tanf sec? O+secHtanb
secf+tan 6 secf+tan 6

sec? @ + sec @ tan 6
fsec@d@ =j dae
secl + tan 6

Pero sec 6 = sec@ - , de modo que:

Haciendow = secO +tanf = dw = (secOtan8 + sec? ) db
Asi:

sec? @ + secftan 6 dw dw
fsec6d6=f ( )=J.—=Lnlwl
w sec2 0 +secOtan O w

Pero como w = sec @ + tan 8

:>fsec6? = Ln|secH + tan 9|

Volviendo a la integral anterior

2fsec39d9 =secHtanf + Ln |sec + tan 6|

1 1
fsec39d9 =Esec9tan9 +5Ln |sec O + tan 9|

Por lo tanto
T 1 1 s
S = —an sec30do = —Zn[zsecetane +§Ln |sec O + tan 8| 0
0

Pero de acuerdo con nuestro triangulo

secd =+/1+ cos?x & tanf = cosx

Sustituyendo y evaluando obtenemos el valor buscado
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S=-

1 1
21 [Ecosx\/l + coszx+§Ln |\/1 + cos?x +cosx|]g

=—n[cosn\/1+coszn+Ln |\/1+c0527r+cos7r”—[c050 1+ cos?0
+ Ln |\/1+coszo+c050|
=—n[(-DVI+1+InVi+1-1|-(OVI+1-Ln|V1i+1+1||

—n[—\/f+ Ln|\/§— 1| —V2 - Ln|\/§+ 1|]

\/§—1>

V2 -1
=—nl—2\/§+Ln<\/§+2>l = Zﬁn—nLn<\/§+1

Finalmente, el area de la superficie es

V2 -1
S=nl2\/§—Ln luz ~ 14.42 u?
V2 +1

2
b)2y =3x3 1<x<8

SOLUCION. Como x € [1,8], entonces al despejar y se obtiene que
2

3x3 3
y=7 =g

El area de la superficie viene dada por
b
$ = [ 2nfCVTF I GIPdx rer (1)
a

2 1
ponda 1,528, £ = 24, 0=3 3] =

Sustituyendo en la férmula (1) nos da que

8 3 2 1 ’
Szf 2n(§x3> 1+(— ] dx
1 X3

*

8 Z 1
S=3T[f x3 [14+—dx **x(1)
1 X3

Empleamos sustitucion trigonométrica para resolver la integral (1):

Consideremos el tridngulo rectangulo
38



Donde:
= tan?6 =

I
wik| F

tan g =

I
wl»—kH

Luego:
1 2
3=ctgh = x=ctg30, x3=ctg?0

X
dx = 3ctg36(—csc? 0) db

Sustituyendo datos en (1)

8
S = 371[ ctg?0 1+ tan2 0 (—3 ctg?0 csc? 6 d)
1

Pero V1 + tan? 0 = sec 8

8
S = 37Tj (ctg? 8)(secO) (=3 ctg? O csc? 6) dO
1

8 cos* 0 1

1

8
=-9 tg*0 csc?OsecHdb = —9 j : :
n.fl LG T ESe e " , sen* 6 sen?6 cosf

_ j‘scos30 "
- , sen®d

8cos@ (1 —sen?0
S=—T[f ( 3 )dH xkx (2)
1 sen® 6

a
Sea a = sen 6, entonces du = cos0df = df = COSG

Sustituyendo en (2)
8 1 _ uZ

8cosO(1—u?)/ du
S = —97Tf 5 ( ) = —97Tf 5
1 u cos 6 ;U

8 8

ub

8,1 1
= —97Tf (—— —4> du = 97Tf u*du — 97Tf u~%du
1 u 1 1

S$=9 _u—3 9 _u—S X 3
= - * ok ok

")\ 5) )
Pero como u = sen 0 , entonces (3) se convierte en

9
Szgncsc59—3ncsc39 |1 wxx (4)

Ahora, si observamos el tridngulo rectangulo, notamos que
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% wIN
wl k|4

><

w|

><

wl

+

[EEN

II

w|>—x
;‘

cscl =
LN
x3 x3
Sustituyendo éste valor en (4)
3
9 1 1 1 1 8
S=§T[ x3 [T+— | =3m{x3 |[1+— |1
x3 x3
Finalmente evaluamos para hallar S
5 3
9 5 1
S= gn(8)3 1+—— | =3n(8)| |[1+—
(8)3 (8)3
5 3
9 5 1 1
— gn(lﬁ 1+—— | —3n(1) 5
(13 (13

5 3

32(9) 1 , 1 9 5 3

=——m| [1+7| —24n| [1+7 —gn(\/?) +3n(V2)
288 \/:— n\/: ——7'[ 42 + 3122

288) (2_5>\/§n_ 24 G) 2_35_6\/En+ 6v2m

:(T 16

Haciendo operaciones, tenemos que el area del s6lido que se obtiene es § = 205.41 u
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)x=1+2y% 1<y<2

SOLUCION. Como x =3 cuando y =1y x =9 cuando y = 2 entonces los limites de
integracion son desde x = 3 hasta x =9, y como x = 1 + 2y?, entonces
1

fee [ (5
-3 -3 -1

Y el area se calcula con

N| =

b
s = [ 2nf VT TP GTdx == (1)

12
2

S—jgz (x_l)i 1+ 1( 2 ) d
-, "2 a\x—1) |~

1
s=an[ () [1455(c2)
)\ 16\x—1/
1
S=2 fg(x_lf L4
R A 8G—1 "
P f‘? (x—l) Ba—D+1] f" 8x—8+1
R sax—1 |7, 16

91 1 9
S=2T[f Z\/8x—7dx=5nf V8x — 7dx
3 3

Sea:u=8x—7, du=8dx = dx:%”

Sustituyendo en la ecuacion de S

1
1 (° du 1 9 1 1 |uz*t|o9
S=—T[f ﬁ(—)z—n[ uzdu = —m
3 3

2 8 16 16 3 |3
2

Perou =8x—7
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B 1 2(8 7)%]9
16" [3 x 3
Evaluando:

1 3 3
S=om [(8(9) — 77— (8(3) - 7)2] ~ 59.42

Finalmente, el 4rea de la superficie es § ~ 59.42 u?.
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UNIDAD TEMATICA 3

3.1 FORMAS INDETERMINADAS Y REGLA DE L'HOPITAL

Evalua los siguientes limites

l-lim( x2—Vx*—x2+1)

X—00

SOLUCION. Este limite es una forma indeterminada del tipo oo — oo asi que lo
reescribiremos como

X2+ Vxt—x2+1
lim(xz—\/x4—x2+1)=lim (xz—\/x4—x2+1)
X—00 X—00 x2_|_,/x4_x2+1

x? -1

=lim< >
x=0 \ x2 4 /x*—x2+1

Y ahora tiene la forma indeterminada del tipo g No es necesario aplicar la regla de L hopital

para calcularlo ya que esto seria mas largo. Simplemente hay que observar que

lim

x=0 \ x2 4 4/x*—x2+4+1

\ 1
= lim = - = lim ZE
X—00 _ X—00
\1+x x+1/ \1+ 1_12_|_14/

y=x%—x*—x2+1
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E—arctanx
Tl); x>1

—00 —ln(—
* xX+1

SOLUCION. Notemos que

T T
f_arctanx f_arctanx
lim &—— = lim
X—00 lln(x—l) X—00 1_1
2\ + 1 1ln X
27\141
X

Este limite es una forma indeterminada del tipo g, asi que de acuerdo con la regla de L "hopital

T -1

5 — arctan x ) x2—1
lim 22— = lim Xt o jjm - =1
X—00 _ln(x—l) X—00 1 x-oo x4 +4+1

27 \x+1 x2 -1

+
o

T

j—arctanx
ETIEE

2 \x+1

. a*-1
3.-lim
x—0 b*—-1

;a>0,b>0,b+1

SOLUCION. Se trata de una indeterminacion de la forma % de modo que al aplicar la regla
de L hopital se tiene

a*—-1 . a*In(a) In(a)
lim——=1i =

x=0b* —1 x-0b*In(b) _ In(b)
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Determina el valor de ¢ para que la siguiente expresion sea verdadera

x+c\*
lim( ) = 4 xxx (1)

x—0 \X — C

SOLUCION. Como x tiende a infinito entonces se trata de una forma indeterminada del
tipo 1% por lo tanto, sea

x+c

(x+c>x | ] (x+c> y In (x—c)

= = = = —_—
Y=\u=c ny=xmiy—c =% 1
X

. . oy . 0 .
De esta manera ahora tenemos una indeterminacion del tipo 5 por lo cual al aplicar la regla

de L hopital nos da que

ln (x+C) —2c ) 2
X x?

Este ultimo limite es de la forma g por lo cual volveremos a aplicar la regla de L hopital

" 2cx? i {4cx}_2
s |x2 —c2| ~ xowl2x ) “©

Por lo tanto lim Iny = 2¢. Como el limite que deseamos es el de y para determinarlo vamos
X—00

a utilizar el hecho de que y = e'™ y también utilizaremos la continuidad de la funcion
f(u) = e* enu = 2c. Tenemos

x + c\* -
limy = lim ( ) — lime™ = eAminy} _ ,2c

X—00 x—>0o \X —C X—00

2c —

Pero de acuerdo a la expresion (1) esto significa que e 4. Lo cual implica que ¢ = m74.

. tan3x
4.-lim ——
x> tan5x

SOLUCION. Se trata de una indeterminacion del tipo §> al aplicar la regla de L hopital se

i {taan} i 3 cos?5x
xl_,r% tan5x _xl_{% 5cos?3x

Este nuevo limite es del tipo % asi que aplicando nuevamente la regla de L hopital nos da

tiene
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3cos?5x) 31_ {5 senle}_ i {senlox}
5cos?3x| 5 3 sen6x = B Usenbx

x5

2

Nl:lB

X—>

Otra vez se trata de un limite del tipo g asi que aplicando la regla de L hopital por tercera vez

se obtiene

~ (sen10x ~ (5cos10x)y 5
i) ) = 3 vt ) =
X x-2

sen6x 1rr21 § cosbx §

5.- Encuentra las constantes a y b tales que

) 1
lim

X t2
dt =1 1
x—0bx — senxjo va+t wxx (D)

SOLUCION. Primero hay que resolver la integral que aparece en (1)

1 X g2 %\/a + x(8a? — 4ax + 3x?%) — %\/a8a2
dt = 2
bx—senx,j; va+t bx — senx e (2)

. . . . 0 .
Como x — 0, este cociente es una indeterminacion de la forma 5 de modo que al aplicar la

regla de L hopital obtenemos

%\/a + x(8a? — 4ax + 3x?%) — 12—5\/58612
lim

x=0 bx — senx

2 —4ax + 3x?

15+va + x

%\/a + x(—4a + 6x) + 8a
= lim

x=0 b — cosx

Si suponemos que b = 1, entonces este cociente nuevamente es una indeterminacion de la

forma % de modo que al aplicar la regla de L hopital una vez mas obtenemos

a? — 4ax + 3x?

%\/a + x(—4a+ 6x) + 8

lim 15+a + x
x—0 b — cosx
_ 2 _ 2
%\/m_%4aa+6;c_8a 4ax+§3x
— lim v 30(a + x)2
x50 senx
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. . . . .y 0
Y nuevamente se tiene que este cociente es una indeterminacion de la forma 5 de modo que

al aplicar la regla de L hopital por tercera ocasion obtenemos que

_ 2 _ 2
%m_%4aa+6;_8a 4ax+§3x
v 30(a + x)2

lim
x—0 senx
i4a—6x+ 6 _|_8az—4ax+3x2
1 3 N 3
: O(a+x)2 Sva+x 20(a + x)2 2
= lim =
x>0 coSX Va

Por lo tanto, se debe tener que

i 1 j" t2 it 2
20 bx — senx o Va+t  +a

Por la igualdad en (1) esto quiere decir que % =1,deestamanecraa =4yb = 1.
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3.2 INTEGRALES IMPROPIAS
Determina si las siguientes integrales son convergentes o divergentes

1.—j ! dx
0 (2—x)v1—x

“Inx
2.—] —zdx
. X

SOLUCION. La integral (1) es impropia pues el integrando es discontinuo en el extremo

x = 1 y puesto que

1 1 t 1
fo(Z—x)\/l—x lt—r’rllo(Z—x)\/l—x

1
Entonces primeramente vamos a resolver la integral fo o dx. Para ello
Vi—x=>du= 2\/_dxy y de este modo
f t ! 2 1 d tanv1l—t tan(1)
= ———du = arctan V1 — t — arctan
0o 2—=x)V1—x . ut+1

Por lo tanto

1 1 t 1
.[;(Z—x)\ﬂ—x 1Cl—{l}o(Z—x)\/l—x

I

ltirrll{arctan\/1 t —arctan(1)} = —

Y asi, se tiene que la integral impropia f dx es convergente.

0 (2—x)Vi-x x)\/
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1
Y 2—-—x)V1—x

SOLUCION. La integral (2) es impropia ya que en este caso el integrando es continuo en un
intervalo de integracion infinito, puesto que

“Inx o (finx
5 dx = lim 5 dx dx
. X tow ), X
. . tinx Jo
Nuevamente, primero vamos a resolver la integral [ 152 dx. Lo haremos utilizando la

integracion por partes.

Paraello, seau =Inx = du =§dxydv =%dx=>v = —iydeestemodo
“lnx Inx)® t1
_Zd ={——} + —de
. X x ) Jx

Por lo tanto

“Inx o (YIlnx
f —de=llm —dedx
. X too ), X

Int 1 1 1
-2 L) (L]
t—oo t t t—oo t t

Donde el cociente nTt es una indeterminacion del tipo 2 Por lo tanto la integral impropia

o In x .y
[~ == dx también es convergente.
1 x2

3

49



Inx

3.- Evalua la siguiente integral

*® 1
fo G @

SOLUCION. La integral (1) es impropia por dos razones: el intervalo [0, 00) es infinito y el
1

Vx(1+x)
de integrales impropias dada de la siguiente manera

integrando no esta acotado en cero. Para evaluarla vamos a expresarla como una suma

dx dx

[ wa [ as [ 1
o Va(l+x) Tz T a0 ©

1
Vx(1+4x)

Para garantizar la convergencia de la integral [ 0 dx es necesario garantizar que cada

una de las siguientes integrales es convergente

1 1
| maas @

@ 1
| Faem o

La integral (2) es impropia pues el integrando no esta acotado en 0. Y puesto que

1
Vx(1+x)

f;_l- f;d
o Vx(L+x)  0), Yx(l+x)

. . 1
Entonces, primero vamos a resolver la integral |, . Para ello, sea u = Vx = du =

1
Vx(1+x)
1

" dx, de este modo

du

1 1 1
N
j; V(1 +x) vil+u?
2{arctan(1) — arctan /t}

Por lo tanto
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1 1q
—dleimf —  dx
fo Vx(1+x) -0 Jy Vx(1 + x)
T

m
= lim 2{arctan(1) — arctan vt} = 2 (4) = o ek (4)

Por lo tanto la integral impropia |, 01

1 .
NI dx es convergente. Por otra parte, la integral (3)

es impropia puesto que el integrando :

Vx(1+x)
infinito. Ahora vamos a calcular el siguiente limite.

es continuo en un intervalo de integracion

f - I f r
——=lim | —— dx
1 Vx(@4+x) e V(14 x)
Utilizando los resultados anteriores obtenemos

© 1 t 1
——dx = limj — dx
.fl Vx (14 x) t=o0 ) /x(1 4 x)

_ T M T
= tlLrg 2{arctan(t) — arctan(1)} = 2 [E— Z] = o e (5)

Por lo tanto la integral impropia floo \/;(;x)

1 1
dx dx = | TP

también es convergente y por (4) y (5) se

(o] 1
dx + [, Fa =T

© 1
concluye que fo NCTTEeS)

5

4
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UNIDAD TEMATICA 4

4.1 SUCESIONES

Determina si cada una de las siguientes sucesiones cuyo término general es el que se indica

son mondtonas o si estan acotadas.
Vn

1:—an =:;:I

SOLUCION. Para ver que la sucesion a,, es monotona decreciente debemos probar que para
toda n € N se cumple la desigualdad a,,, < a,. Esto quiere decir que se debe cumplir la

. . . Vn+1
siguiente desigualdad: < ﬂ. Pero como
n+2 n+1

\/n+1< n

< =S
n+?2 n+1

m+DVn+1<(n+2)Vne
nm+1)’n+1D)<n+2)ne
n+132<m+2)ne
n*+3n2+3n+1<n+4n’+4ne
1<n?+n

Entonces esta cadena de desigualdades es cierta, de manera que se cumple que a,,; < a, y

por lo tanto la sucesion dada por el término a, = —; ©s monotona decreciente. Otra

alternativa para obtener esta misma conclusion es mostrando que el signo de la derivada de

la funcion f(x) = % es negativa en el intervalo [1,00) y por lo tanto se tiene que f es

decreciente en el intervalo [1,00). Por otra parte es facil probar que 0 < g < % y por lo

tanto la sucesion estd acotada inferior y superiormente.
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2-a,=n+1

SOLUCION. Claramente se tiene que a,, < a,+1 y por la tanto por lo tanto la sucesion dada
por el término a, = n + 1 es mondtona creciente. Por otra parte es facil probar que 2 <
a, <oo 'y por lo tanto estad sucesion solamente estd acotada inferiormente pero no
superiormente.

NG

a, n

En este caso se puede observar que los nimeros a,, son a veces mayores y a veces menores;
en otras palabras se tiene que es falso que para todan € N se cumpla que a, < a,,; o bien
que a,;1 < a, pues no siempre crecen o decrecen sus términos. Se sabe que la sucesion
oscila en torno a su valor limite cero, ademas se dice que esta sucesion es no monodtona. Sin

embargo se cumple que —% <a,<0y0<a, <1
Algo parecido puede decirse de la sucesion cuyo término general estd dado por a, =
sen (g) En este caso se cumple que =1 <a, <0y 0<a, <1.

SOLUCION.
Limite de Sucesiones

Establece la validez de los siguientes resultados

. n?4n-1 1
l.- lim ——=~
n-oo 3n4+1 3

SOLUCION. Este limite se puede reescribir asi

1 1
. n?+n—-1  1t+y-73
lim ———— = lim
n-oo 3n2+1 n-oo 3 1
Tz
n
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Y ahora utilizamos el teorema para calcular la suma producto y cociente de sucesiones
convergentes para obtener la siguiente igualdad

_%E&(“%‘%)=3%{1}+5%{%}‘3%{%}=1+0—0=1
m(3+) @m0 3

n—oo

. 2M43m
2.- lim =0
n—oo 3M+4M

SOLUCION. Dividimos al numerador y al denominador de esta sucesion entre 4™ y asi

TN O]
—00 o —00 n
PRI T

Y ahora nuevamente vamos a utilizar el teorema para calcular la suma producto y cociente
de sucesiones convergentes para calcular este limite.

Q) ml )

@ (@)

2| 2 3] 3
Como |Z| =< ly |Z| =.< 1 entonces se concluye que

i {@) +@ m @ +im @) o+
(/3" N =0+1 Y
im{(@) +1}  1m(§) +lm

3-limvn2+1—-n=0

n—-oo

SOLUCION. Si racionalizamos a la expresion vn? + 1 — n. Nos queda

i (1 == i (1) (Y o)

n—-oo

1
= lim {—}zo
n-olWn24+1+n
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limy1+n+n2=1
n—-o0o

SOLUCION. Vamos a utilizar el teorema de compresion. Para ello vamos a utilizar la
siguiente desigualdad

1<V1+n+n?2<3n2="/3(nn)=Y3VnVn
1< V1+n+n2<3VnVn

Por lo tanto

Y de esta manera

1=lim1 < lim {1 +n+n2} < lim {Y3Vn¥Vn} = lim V3 1im ¥ lim ¥n = 1
n—-oo n—oo

n—oo n—oo n—-co n—-oo

De donde se sigue que

1 < lim {n\/1+n+n2}s1=>1lirgn\/1+n+n2=1

n—-oo

Este resultado también puede obtenerse utilizando la regla de L hopital.

. 1 2 3 n 1
4-lim S+ L4 24 2=

n—-oo 2
SOLUCION. En este caso solamente hay que fijarnos en las siguientes igualdades

) 1
i‘lﬁ‘o{FJrF

. 1 (n(n+1) . {1(n+1>}_1
Tatenz| 2 | aswlz\n M2

n ] 1
+ +---+—2}= lim —{1+2+3+--+n}
n

n2 n-oo M

5.- lim {W+1 t sttt +_\/m} _1

SOLUCION. Fijemos nuestra atencion solamente en la siguiente expresion

1 1 1 1
+ + +o b ——=
VnZ+1 Vn?+2 n?+3 VnZ+n
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1
De todos los sumandos que ahi aparecen, el mas grande de ellos es
q P ; & VnZ+1

de ellos es \/ﬁ por lo cual se cumplen las siguientes desigualdades

1 1 1 1
+ + b ——
1\/n2 +1 1\/n2 +2 1\/n2 +3 1\/n2 +n

< + + P —
Vn2+1 Vn?2+1 Vn?2+1 nz+1
O sea

1 1 1 1

+ + + ot < *x% (1)
Vn2+1 Vn2+2 Vn2+3 VnZ+n Vn?+1
Un analisis similar nos indica que también se cumple lo siguiente
n 1 1 1
*x% (2)

< + + b
vn2+n Vn?+1 VYn?2+2 +n?+3 Vn?2 +n

De (1) y (2) se sigue que

n2 n2
<a, <
nZ+n n nz+1
Y
n2 _ n2
1 = lim < lima, < lim =1
n-ow N2 +n n-oow n-o N2+ 1
Por lo tanto
lima, =1
n—-0oo

56

y el mas pequeio



4.2 SERIES

CONVERGENCIA DE SERIES DE TERMINOS POSITIVOS

Determine si las siguientes series convergen o divergen. En caso de que converja, calcule la
suma.

Lod42+24+ 24
125

SOLUCION. Esta serie se puede escribir asi

4+4Z —4 4[ ]

. 2 2
Y Como la serie Yn—, (5) es una serie geométrica donde r = - entonces

(8 =53
— __2=_
n=05 1 g 3

Por lo tanto la serie converge y

4+8+16+32+ =4+4
5 25 125 N

TS
Mg
/-~
U1l N
N———
— =

Il

N

+
/N
[S2 0\
N———
/-~
w| vl
N———

|

)
w| S

255 ()

SOLUCION. Sea k = n — 1 entonces
® 2 n-1 2 k
() =52.06)
Z 3 3
n=1 0
. 2\¥ : : 2
Donde la serie Y5, (5) €s una serie geométrica con r = 3> por lo tanto es convergente y

> (@) =Ly

k=0

Consecuentemente
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k

=§5(§) —5(3) =15

n-—1
3 Z ( 3)
SOLUCION. Podemos reescribir esta serie como

n=1
Y nuevamente haciendo k = n — 1 se tiene

10 (=3 10 (=3)F 15: (—3)
4 gn-1 4 4k 4 4

n=1 k=0 k=0

k

. |-3] _3 e . o
Notemos que como ademas |T| =3 < 1 entonces esta ultima serie es geométrica con r =
-3
.
Por lo cual es convergente y

Z( ) 2—3):;

k=

o
Uy
I

Por lo tanto

4.2

n= 1ln(1+2en)

SOLUCION. Antes de aplicar algtn criterio particular para estudiar la convergencia de esta
serie una técnica que nos puede resultar de utilidad para esta y muchas otras series es estudiar
primero el comportamiento del limite de su término general, en este caso se trata del limite

_ n
111—{?0 {ln(l + Ze")}

58



Si este es igual a cero entonces escogeremos algun criterio. Pero si no lo es entonces esta
serie sera divergente. Para decir algo al respecto de este limite vamos a considerar antes la
informacion que nos da este otro limite

|

_ X
vy {ln(l + Zex)}'x € 1)

Como podemos observar se trata de una indeterminacion del tipo E por lo cual podemos
aplicar la regla de L hopital para obtener lo siguiente

) X (1 +2e*
i {ln(l T 2ex)}= i‘l?o{ 2e* }
Este otro limite también resulta ser una forma indeterminada del tipo E, pero una segunda
aplicacion de la regla de L hopital nos da

(1 +2e* . (2e*
lim {—} = lim {—} =1
X—00 2eXx x—oo (2%
Y en consecuencia

lim

n
n-oo {ln(l + 2e")} =1#0

n

Como el término general de esta serie no converge a cero entonces la serie Y.,—4 2o S

divergente.

5.‘ Z;')‘Lozl L

n+5

SOLUCION. Para el término general de esta serie se sabe que
=1+0

lim
nooon+5

Por lo tanto el término general de esta serie no converge a cero y de esta manera, la serie es
divergente.
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[o's) n
0.~ Liv=1 e

SOLUCION. Nuevamente consideremos el término general de esta serie: \/127 Se sabe que

lim ——— = 1i " is0
oo Tz now | T+n?

Por lo tanto el término general de esta serie tampoco converge a cero y de esta manera esta
serie también es divergente.

7- Zn Lnm+2) n(n+2)
SOLUCION. Podemos descomponer al término general de esta serie como

11 1
nn+2) 2n 2(n+2)

Y asi reescribirla como la serie telescopica siguiente

o)

Yot D " 7w

Ahora vamos a estudiar la convergencia de la sucesion de sumas parciales {S, }o=, de la serie

=1 {22 —3 (n1+2)}. Tenemos que el término general de la sucesion {S,}o—; es
S (1 1> (1 1) (1 1) (1 1) +(1 1 )
n 2 6 4 8 6 10 8 12 2n 2(n+2)
O sea
g = 1 N 1 1 1
"2 4 2n+1) 2(n+2)

Como

lim S, = Ii {1 1 1 1 } 3

et T2 TE T 2 D) 2t 2)) 2

Entonces la sucesion de sumas parciales {S, }-, de esta serie es convergente y por lo tanto

se concluye que la serie Y,

-1 ——— €S convergente
n=14,(n+2) g y

YD Lo D)
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8.- Z {n(n+1) +2in}

SOLUCION. Por la propiedad distributiva de la notacion de sumatoria se cumple la siguiente

igualdad
Z{n(n+1) 1}_Zn(n+1) Zzi

3
n(n+1)

Para comprobar que la serie Y- { + - } es convergente hay que comprobar que cada

una de las series
[ee]

S sy Y

Son convergentes. Para la serie (1) se tiene lo siguiente

[ee)

Zn(n+1) Z{

8

il

De esta manera, el término de la sucesion de sumas parciales de la serie (1) es

+(1 1)
n n+1

O sea

Como

Entonces la sucesion de sumas parciales {S, }=, de esta serie es convergente y por lo tanto
se concluye que la serie (1) es convergente y que

[00]

Zn(n+1) Z{ }—3(1)=3

8

Por otra parte, para la serie (2) se cumple
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[ee] (o]
z 1 1 z (1)n
2n 2 2
n=1 n=0
. w (1\" . Y 1 . w 1
Y como la serie Y, ) ©s una serie geometrica con 1 = - entonces la serie Zn=12_n es

convergente y

Como las series (1) y (2) son convergentes se concluye que la serie {n (n3+1) + i} es

convergente y que

o)

Z{n(n+1) 1}_Zn(n+1) Zzi=3+1=4

n:

9.~ 2o 11“( +1)

SOLUCION. Para comprobar la convergencia o la divergencia de esta serie vamos a estudiar
la convergencia o divergencia de su sucesion de sumas parciales {S,, };=. El término general
de esta sucesion es

S =1 (1)+l (2>+l (3)+ +n( n )=1 (123 n )—l ( n! )
n =M 7)) T 3) T "or/ T 23+ ) T M (Gt

Por lo tanto

S, =1In (#!—1)) =In (%)

: : 1
fim 5. = fm {n ()} = ==

Y como

Entonces la sucesion de sumas parciales {S, }n=, de esta serie es divergente y por lo tanto se

concluye que la serie Y5, In ( ) es divergente.
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4.3 PRUEBAS DE COMPARACION

Determine si las siguientes series son convergentes o divergentes.

© n
L-2n i

SOLUCION. Es claro que
1 n n

= <
V2 V2nz V1+n?

. 1 . . . . .y
Y como la serie Y-y (ﬁ) es una serie divergente entonces por el criterio de comparacion

la serie Y.7 es divergente.

n
n=1.11n2

2 X

n(n+2)
SOLUCION. En este caso observamos que

1 __ 1 1
nn+2) n?242n n?

Y como la serie Yo, ( ) es una serie convergente entonces por el criterio de comparacion

la serie )., es convergente.

1
n=1p(n+2)

3 Zn 1 n
SOLUCION. Para toda n € N se cumple la siguiente desigualdad

21 <n!
Y por lo tanto

Para ver que la serie

=
||M8
ey
)
I
[e=Y

Es convergente basta poner k = n — 1 y de esta forma se ve que

[o.0] (o] 1
zz Z—k
k=0

n=1




. y, 1 . .
Es una serie geométrica con r = = la cual ya sabemos que converge. Entonces por el criterio

de comparacion la serie Y- 17 es convergente.

4. 3>, sen (%)

SOLUCION. Se sabe que paratodax € R
—1<sen(x)<1

Entonces en particular para x = 1/n se cumple que

1
—1 < sen (—)
n

Como la serie X,;—;(—1) es una serie divergente entonces por el criterio de comparacion la

. 1 .
serie Yo sen (Z) es divergente.

5-2n

n=1 ln(1+2e”)
SOLUCION. En este caso tenemos la siguiente cadena de desigualdades

1 n n n n n

= < < =
3n 3n2~ 24+n In(3)+n In(3em) < In(1+ 2em)

Y por lo tanto
1 n

e
3n " In(1+ 2en)

) 1 _1 1
Como la serie ).>2_, — = > .= es una serie divergente entonces por el criterio de
n=13, = 3&n=1}

comparacion la serie Y

_; ——— es divergente.
n=11n(1+2eM) g

4.4 CRITERIO DE LA INTEGRAL

Utiliza el criterio de la integral para determinar si las siguientes series son convergentes o
divergentes.

L- X 1\/—+9

SOLUCION. Sea f(x) = ﬁ. Como f es continua y f“ < Oen el intervalo (1,00)

entonces f es decreciente y toma valores positivos en el intervalo [1,00) por lo tanto,
podemos aplicar el criterio de la integral, y como
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Vx +9 = \/_+9

Entonces primero vamos a resolver la siguiente integral

dx

1 Vx+9

Haciendo u = v/x se encuentra que

i (2[u — 9n(u + NN = 2[Vt — 9in(Vt + 9)] — 2[1 — 9In(10)]

Y de esta manera

t

= lim

1
dx =
1 \/;+9 t—>°°1\/§+9

dx = lim 2[Vt —9ln(vt +9)] — 2[1 — 9In(10)]

Como este limite no existe se concluye que la integral impropia f

) \/_ 5 ——dx es divergente y

por el criterio de la integral, la serie )., es divergente.

nl\/—

2-Y%  n27m

SOLUCION. Sea f(x) = x27*°. Como f es continua y f~ < Oen el intervalo (1,0)
entonces f es decreciente y toma valores positivos en el intervalo [1,00), por lo tanto,
podemos aplicar el criterio de la integral. En este caso

foe) t
f x2 % dx = tlim x27%" dx
1 —00

1

Primero vamos a resolver la siguiente integral

t
f x27 % dx
1

Haciendo u = —x? se encuentra que
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t 1 —t2 1 -1 1( 21 2—t2
x27 % dx = ——f 2%du = —f 2%du =—{ — }
fl 2)_4 2)_;2 2(n(2) In(2)

Y de esta manera

joo 2% dx = i tz-xzd = li (27  27° !
e E IR ) Y T IR @ T @) T In(16)

[oe)

Como este limite existe se concluye que la integral impropia | x27% dx converge y por el

1
oo

. . . . _2
criterio de la integral, la serie Xin—, n2™™ es convergente.

o arctan(n)
3. i, e

SOLUCION. Sea f(x) = %:(x) Entonces f es continua y decreciente por ser f~ < 0 en

el intervalo (1, ), entonces f toma valores positivos en el intervalo [1, ) y nuevamente,
podemos aplicar el criterio de la integral.

x = lim ———— ax

® arctan(x) tarctan(x)
——d d
1 x2 t-e ) x2

Primero vamos a resolver la siguiente integral

Larctan(x)
— W
. X

Lo haremos mediante integracion por partes.

_ 1
x2

1 1
Seau = arctan(x) = du = Y dv = v = ——, entonces

“arctan(x) arctan(x)) |
f—zdxz—{—} +f—2dx***(1)
. X x 1 Jp x(1+x2)

Y para la integral

t 1
f1 x(1+ x2) dx

Seau = x? = du = 2x y entonces la integral (1) se puede reescribir asi
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tarctan(x) arctan(x))Y 1 (% 1
e e du
1 1

x2 x 1+§ u(l+u)
arctan(x))®* 1 (% /1 1
L
X 1 2J); \u 1+u

m arctan(t) 1 t?
AR CINT A A

4 t 2

Y de esta manera

dx = lim | ————dx

® arctan(x) tarctan(x)
1 x2 t-oo ), x2

t

arctan(t)

_ m  arctan(t) 1l t2 In(2 1 In(4
-

Notese que el cociente es una forma indeterminada del tipo E Como este limite

existe se concluye que la integral impropia | 100 am:: @ dx converge y por el criterio de la

. . arctan(n
integral, la serie )54 n—z() es convergente.

4.5 SERIES ALTERNANTES

Para resolver los siguientes ejercicios vamos a utilizar el siguiente criterio de convergencia
para series alternantes

Teorema. Si la serie alternante Yoo ,(=1)""1b, =b; —b, + b3 — by + +; b, >
Osatisface las siguientes condiciones

i) Los términos {b,, }:>_, forman una sucesion decreciente, o sea b < b, para todan €
nin=1 n+1 n D
Ny
(i1) lim b, =0
n—-oo

Entonces la serie alternante es Y., (—1)""1b,, convergente.

Establece la convergencia o divergencia de las siguientes series

1.- Y7 (—1)"sen (%)
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SOLUCION. Sea b, = f(n) = sen (%), para poder mostrar que se cumple (i) hay que
mostrar que la funcién f(x) = sen (g) es decreciente para toda x > 1. Para ello vamos a
estudiar el signo de la derivada de f. Tenemos que

f(x)= ——cos( ) donde _x_ < Oparatodax =1

Como x € [1,2] entonces se observa que ge E,n] de esta manera, la funcion g(x) =
cos (g) < 0 para toda x € [1,2] y g(x) = cos (g) > 0, para toda x € [2,), o sea, para

todag € (0, %] entonces se cumple que f'(x) = 0 paratodax € [1,2] y f'(x) < 0 para toda

X € [2,). Por lo tanto se cumple que la sucesion {b,};-, es decreciente solamente para
todan € [2, ).

f(x) = sen (g)

Para mostrar que para toda x € [2,00) se cumple (ii) vamos a utilizar la continuidad de la
funcion f(u) = sen(u) en u = 0. En este caso

;l_{glo {sen (g)} = sen ul_r)‘glo (g)} =sen(0) =0

i fen ()} =

Y de esta manera, la serie alternante )5, (—1)"sen (%) es convergente.

Por lo tanto

cosnm

2.- Zn 17,3/

SOLUCION. En este caso observamos que Yo Coz;lf = 1( 574 de este modo tomamos
1

ab,=f(n)= —7» ©s claro que la sucesion {b,}=1 cumple (i) y como 11m 3/4 =0

entonces también se cumple (ii). De esta manera, la serie alternante Zn=1c::§%

convergente.
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3- Y, (D=

In(n)

SOLUCION. Sea b, = f(n) = m para poder mostrar que se cumple (i) hay que mostrar

en cuales subintervalos de R que la funcién f(x) = m es creciente o decreciente. Para ello

nuevamente vamos a estudiar el signo de la derivada de f. Tenemos que

In(x)—1
{In(x)}?

De donde se obtiene que f'(x) < 0six € (1,e]y f'(x) = 0six € [e, o). De esta manera,

f ()=

(o]
ln?n)} es decreciente para toda n € (1,e] y creciente si n €
n=1

[e ). Por lo tanto la condicion (i) no se cumple y de esta manera se tiene que la serie

o (— " — e €8 divergente.

la sucesion {b,}p—q = {

fx )_ln(x)

4.5 CONVERGENCIA ABSOLUTA Y PRUEBAS DEL COCIENTE Y DE LA RAIZ

Determine si la serie es absolutamente convergente, condicionalmente convergente o
divergente

SOLUCION. Vamos a utilizar el criterio del cociente para resolver los ejercicios 1 y 2.

("
DX ln(n)
Sea a,, = %, entonces de acuerdo con el criterio del cociente tenemos
_1 n+1
T In(n + 1) =D In(n) In(n)
lim = lim |[——==| = lim = |( 1)—————
n-o | a, n-oo | (=1)" nooo | (=1)" In(n+1)| n—>oo In(n+1)
In(n)
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In(n) . n+1

A D ey =

Notemos que el cociente

% Es una indeterminacion del t1p0 —. Como lim —aZ“ =1
n—oo n

entonces se concluye que el criterio del cociente no nos proporc1ona ninguna informacion
="

acerca de la convergencia absoluta o de la divergencia de la serie Y .

n=11n(n)"
n(-3)"
2 Zn 1 4n-1
_a\n
Seaa, = nini , en este caso
n+ 1)(=3)"*1
oy [EERER e
nl—{go a, _nl—pc;lo n(=3)" B ng?o (=) 4n
41’1 1
I |( n3 <n+1>| I {3(n+1)} 3
im = limj§ — =—
n—-oo n-—-oo 4 n 4
Como lim Z“ —Z < 1 entonces por el criterio del cociente la serie X.,—; nir_f)l es
n—-oo n

absolutamente convergente.

A continuacién vamos a utilizar el criterio de la raiz para resolver los ejercicios 3 y 4.

3 Z ( 1)7’1

n=1 (arctan n)"
SOLUCION.

="

Gretan ™ de acuerdo con el criterio de la raiz tenemos

(=D

(arctann)™

Seaa, =

. n . . 1 2
lim V/|a,| = lim =lim{—t=—
N0 nooo n-w larctann) mw

="

Como llm la - < 1 entonces por el criterio de la raiz la serie —_—
| n p 2" 1 carctann)n

es
absolutamente convergente.
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4o T,

n=1 (n+1)42”+1

SOLUCION.
0™ oo ,
Sea a, = aDaT de acuerdo con el criterio de la raiz tenemos

n

n | 10
(n + 1)42n+1

o _ _ 10
lim Vla,| = lim —A‘i‘;{m}‘

10"

. _ L , . oo
Como rlll_{glo Vl|a,| =0 > 1 entonces por el criterio de la raiz la serie Zn=1—(n+1)42n -

€S

divergente.
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4.6 SERIES DE POTENCIAS

Hallar el radio y el intervalo de convergencia de cada una de las siguientes series donde
hemos tomado a = 0.

1 Zn 1\/—
xn+1
an+1 . n+1 . Vn
Seaa, = entonces: lim || = lim = llm( ) x| = 1.|x
n \/_’ n-oo I an n—oo ﬁ n—)oo\/mll II
n

De acuerdo con el criterio del cociente, la serie dada converge si 1.|x| < 1 por lo tanto, el
radio de convergencia de esta serie serd R = 1 por lo cual el intervalo de convergencia de
esta serie es el intervalo (—1,1), para saber que pasa en los extremos notamos que si

tomamos x = 1 entonces la serie dada se transforma en la serie Z

(G0N
n=1 \/'—
series alternantes. Por lo tanto, el intervalo de convergencia de esta serie es [—1,1).

ne1 \[_la cual es divergente

y si tomamos x = —1 se tratara de una serie convergente . de acuerdo al criterio de

2.- Y nx™

SOLUCION.

Sea a,, = nx™, de acuerdo con el criterio de la raiz tenemos
lim V/]a,| = lim %/|nx"| = lim {¥/n|x|} = 1.|x|
n—-oo n—-oo n-—-oo

Como lim %/|a,| = 1.|x| entonces por el criterio de la raiz la serie Y y—; nx™ converge si
n—-oo

1.|x|] < 1 por lo tanto, el radio de convergencia de esta serie serd R = 1 por lo cual en
principio se tiene que el intervalo de convergencia de esta serie es el intervalo (—1,1), en el
extremo x = 1 la serie dada se transforma en la serie ),,—; n la cual es divergente y si
tomamos x = —1 se trata de la serie Y-, n(—1)" cuya sucesion de términos positivos
{n};~; no es decreciente. Y de acuerdo al criterio de series alternantes, esta serie es
divergente. Por lo tanto, el intervalo de convergencia de la serie),;—; nx™ es (—1, 1).

3.- Xp=1 (1) n4mx"
SOLUCION.

Sea a,, = (—1)"n4"x™, nuevamente, de acuerdo con el criterio de la raiz tenemos

lim \/|a,| = lim V/[(-1)"n4"x"| = lim {4Vn|x|} = 4. |x|
n—oo n—-oo n—-oo
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Como lim %/|a,| =4|x| entonces por el criterio de la raiz la serie Yo ,(—1)"n4"x™
n—oo
converge si 4|x| < 1 por lo tanto, esta serie sera convergente cuando |x| < 1/4 y el radio de
convergencia de esta serie sera R = 1/4. En principio se considera que el intervalo de
. . . 11 . .
convergencia de esta serie es el intervalo (_Z’Z)’ si tomamos x = —1/4 la serie dada se
transforma en la serie )., —; n la cual es divergente y si tomamos x = 1/4 se trata de la serie
alternante ),o_; n(—1)™ cuya sucesion de términos positivos {n},—; no es decreciente. Y de

acuerdo al criterio de series alternantes, esta serie es divergente. Por lo tanto, el intervalo de
convergencia de la serie) -, nx™ queda como (—1, 1).

o 3"
4.- Zn:l (n+1)2
n,n
SOLUCION. Sea a,, = (131+—9;)2’ entonces
3n+1xn+1
2)? n 4+ 1\2
i 2= i N = i3 () =3
" (n+1)2

De acuerdo con el criterio del cociente, la serie dada converge si 3|x| < 1, es decir, cuando
|x| < 1/3. Por lo tanto, el radio de convergencia de esta serie sera R = 1/3 por lo cual en
principio el intervalo de convergencia de esta serie es el intervalo (—1/3,1/3), para saber
que pasa en los extremos notamos que si tomamos x = —1/3 entonces la serie dada se
o (="
n=1(n+1)2

transforma en la serie alternante cuya sucesion de términos positivos

oo
} es decreciente y converge a cero. De acuerdo al criterio de series alternantes, esta
n=1

{(n-',-ll)2

serie es convergente. Si tomamos x = 1/3 se tratara de la serie la cual es

o 1

=1 (n+1)2
. . . 11

claramente convergente. Por lo tanto, el intervalo de convergencia de esta serie es [— 3 E]'

Hallar el radio y el intervalo de convergencia de cada una de las siguientes series donde ahora
hemos tomado a # 0.

2" (x=3)"
n+3

-2y
2" (x-3)"

SOLUCION. Sea a,, = — 5 > entonces

2n+1 (x _ 3)n+1

2m+1(n 4 3) (x — 3)™*1

. An+1| . n+4 s
e, | T G 3 | T AR T s = 3)"
n+3
. n+3 _ _
=lim 2(}72) I = 3] = 2 - 3|
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De acuerdo con el criterio del cociente, la serie dada converge si 2|x — 3| < 1, o sea, cuando
|x — 3| < 1/2. Por lo tanto, el radio de convergencia de esta serie donde a = 3 serd R =
1/2 por lo cual en principio el intervalo de convergencia de esta serie es el intervalo

(5/2,7/2), para saber que pasa en los extremos notamos que si tomamos x = 5/2 entonces

. . -1)"
la serie dada se transforma en la serie alternante );;_; (n+)3

.. 1 )% L. .
positivos {m} tomada de su término general, es decreciente y converge a cero. De
n=1

acuerdo al criterio de series alternantes, esta serie es convergente. Si tomamos x = 7/2 se
tratara de la serie )., 1— la cual es divergente. Por lo tanto, el intervalo de convergencia

de esta serie es [5/2, 7/2).

7. Z (2x 1)”

SOLUCION. Se observa que

B e W

n=1 n3 n=1 n3 — 4n=1

De esta manera, escogemos a,, = , y de acuerdo con el criterio de la raiz tenemos

()’
n3

-

n
n-oo n—-oo

n—->oo

im{—————|x — =|¢ X —=
n-oo (3/ninVn 2
n
. n 1 L , e 2M(x3)
Como lim V|a,| =2|x — > entonces por el criterio de la raiz la serie n=1""r3
n—-oo

. 1 . .
converge si 2 |x - E| < 1 por lo tanto, esta serie serd convergente cuando |x — %l <1/2y

asi, el radio de convergencia de esta serie sera R = 1/2 por lo que en principio se considera
que el intervalo de convergencia de esta serie es el intervalo (0, 1), sitomamos x = 0 la serie

. m :
dada se transforma en la serie }.;-;~—— la cual es convergente. Si tomamos a x =1

. 1 . .y
entonces se trata de la serie Z,?ﬂg y esta serie también es convergente. Por lo tanto, el

ey

intervalo de convergencia de la serie Yo e queda como [0,1].
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4.7 REPRESENTACION DE FUNCIONES COMO SERIES DE POTENCIAS

4.7.1 SERIES DE TAYLOR Y DE MACLAURIN

con la definicion de una serie de

Forma la serie de Maclaurin de la funcion f(x) = \/1-1+—2x

Maclaurin, supén que f tiene un desarrollo en serie de potencias. [No demuestres que
R, (x) = 0]. Encuentra el radio de convergencia de f.

SOLUCION. Primero ordenamos nuestros calculos paran = 0,1,2, ...

flx) = \/% fl=1

F) =~ f©=-1

£ = ﬁ f70)=3

Frw=-g +3£C — f(0)=-35

FO) = oa f® =357

FM(x) = (=1)+2 1(-?172;.)(5:;);) £ (0) 2(8—11)21122(123571 j.!.!(Zn - 1)

1 . .
— de la siguiente manera

Y ahora podemos escribir la serie de Maclaurin para f(x) = Neewrs

L0+ L9, L

O bien, ponemos

0 3 5
T x2+%x3+-~-=1—x+§x2—§x3+--~

1 N 2n— N =
Newr = Z(‘DMZ %x” = Z(—l)"+2{2.4.6.8 .2n}x™
Donde
Z(—l)"+2{2.4.6.8 L2ntxt = z(—l)"”(Zn)!!x" — Z(—l)"”{Z"n!}x"
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Por lo tanto

1 N +2(9n n

Para encontrar el radio de convergencia de la serie (1), sea a,, = (—1)"**2{2"n!}x™. Entonces

(_1)n+3{2n+1 (n + 1)!}x"+1
(_1)n+2{2nn!}xn

An+1
an

= lim

n—oo

lim

n—oo

) <2”+1n! (n+1)
= lim

2l )|-1||x| = lim (2(n + D}lx] = o

1
Jim {(2(n+1)}

cociente tenemos que la serie Yoo (—1)"*2{2"n!} x™ s6lo converge cuando x = 0.

Como lim{2(n + 1)} = o entonces R = = 0 y de acuerdo con el criterio del
n—-oo

Forme la serie de Taylor de f(x) en el valor dado de a. Supdn que f tiene un desarrollo en
serie de potencias. [No demuestres que R, (x) — 0].

l- f(x)=1+x+x% a=2.

SOLUCION. Ordenamos los calculos paran = 0,1,2, ...

f(x)=1+x+ x? f2)=7

f(x)=1+2x f2)=5

ffx)=2 fr2)=2

f7G) =0 [7@) =0

f®) =0 f®@) =0
fAx)=0;n>2 f™0)=0;n>2

Por lo tanto podemos escribir la serie de Taylor para f(x) = 1 + x + x? de la siguiente
manera

f(2) )

1+ x4+ x2 :f(2)+T(x_2)+T(x_2)2+fm(0)

TRCIEI RS

—_72\2
=7+5(0—2)+ X+ 0+ 0+ =2x2 +3x— 1.
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2-f(x)=In(x+1),a = 2.

SOLUCION. Paran = 1,2, ... se tiene

fx) = ln(f +1) fQ2)= lr11(3)
f,(x)=x—+1 f'(2)=—

prn 1 1
f(x)——m f(z)———

2

f///(x) — (x + 1)3 f///(z) g
FOE) = - FO@) = —5
F00 = e Foe) = (- 22

Por lo tanto podemos escribir la serie de Taylor para f(x) = In(x + 1) de la siguiente
manera

ln(x+1)—f(2)+&( —z)+w( e L ()( — 23+
=Iln3+-= (x—2)—(3)22'(x—2)2+@(x—2)3_
O bien
1n(3)+2( e )( —2)"—ln(3)+2( 1)n+t 1n(x—2)n.
fln(l—x)dx
X

SOLUCION. Utilizando el hecho de que
n

1 1oox Oc’x‘
O )
X X n n

n=1 n=1

Se obtiene lo siguiente

f 1n(1x— x) f 2




4.7.2 CONVERGENCIA DE LA SERIE DE TAYLOR

3.- Forma la serie de Taylor de f(x) = i para el valor de a = 2, y demuestra que
f(x) esigual a la suma de su serie de Taylor mostrando que R,(x) — 0.

SOLUCION. Se verifica facilimente que la serie de Taylor de f(x) = 1T1x para el
valor de a = 2 es:

fO) =) (=DM -2 -2 <1
n=0
Y como
Ry (x) = f(x) — T (x).
Donde T, (x) es el polinomio de Taylor de grado n-ésimo de f en a = 2. Entonces,
n
1
k=0

Por lo tanto

1
Rn() =1~ -1+ -2)-x-2?+-+ (D" (x-2)"}

1 14+ (—=D)™(x — 2)"*?!
T 1—x 1—x '
Y como |x — 2| < 1, entonces

1—x

lim R, (x) = lim { 1 B [1 +(—D"(x — 2)n+ll} 1 _{ 1 } _o.
n—oo noowo (1 —x

Por lo tanto:

O =) (- (-2
n=0

Es la serie de Taylor de f(x) = i paralx — 2| < 1.
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