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Calculo Aplicado

i Infroduccion

La formacion de ingenieros demanda un aprendizaje considerable de las
matematicas que contribuya a resolver problemas de orden técnico y tecnolégico,
pero, sobre todo, practico. Las matematicas que necesita un ingeniero deben
proporcionar herramientas e instrumentos capaces de lograr la optimizaciéon en el
uso de los recursos que la humanidad posee y requiere para su desarrollo [1].

El Calculo otorga a los ingenieros los conocimientos y saberes necesarios que los
puedan llevar a la resolucion y modelado de problemas practicos que incluyan
funciones matematicas con variable real. La forma en que es abordada la unidad
de aprendizaje de Calculo a nivel universitario debe contribuir a que el estudiante
tenga un aprendizaje reflexivo y que sea critico.

En los ultimos anos las escuelas de nivel superior han orientado su formacién
académica a fin de que sus egresados tengan un nivel de desarrollo rentable para
las empresas, desafortunadamente los estudiantes ingresan con un nivel en
Calculo, bastante bajo, el cual, no permite el completo desarrollo de sus
capacidades analiticas en las distintas materias que lo requieren.

Entre los problemas de aprendizaje del Calculo que se han detectado en los
estudiantes de nivel medio y superior, est4 la falta de significado y sentido [2] que
tienen de los conceptos involucrados (funcién, limite, derivada e integral). Algunos
autores de la literatura de matematica educativa lo atribuyen a que el estudio del
Calculo se restringe a una manipulacién algebraica dejando a un lado las multiples
representaciones que hay [2, 3-7]. El punto de vista de algunos investigadores [5],
es que las tareas de conversién promoverian un mejor entendimiento de las
funciones y permitirian también el desarrollo de procesos de visualizacién. En lo
general, las tareas de conectar las diferentes representaciones de un concepto
ayudan a su comprensién. En las referencias [2,3-8], se proporcionan ejemplos
claros de experimentacion educativa en donde la visualizaciéon es un elemento
primordial para el aprendizaje del Calculo.

Esta problematica, de la falta de otorgamiento de significado y sentido a los
conceptos involucrados en el Calculo, también se refleja en los estudiantes de la
ESCOM, lo que influye en que los estudiantes no logran enfrentar con éxito las



Elena Fabiola Ruiz Ledesma

situaciones problematicas que se les pide resolver en la unidad de aprendizaje de
Calculo Aplicado, trayendo como consecuencia:

Bajo aprovechamiento en la materia.

Alto indice de reprobacion.

Retraso en el aprendizaje de otras materias cuya base es Calculo.

Falta de interés en aprender otros métodos de estudio

Desercion de los estudiantes por no poder acreditar las materias basicas.

YV VVYVY

Con la finalidad de apoyar al docente y al estudiante, se han desarrollado los
apuntes de la Unidad de Aprendizaje de Calculo Aplicado, empleando ejercicios
rutinarios y problemas en contexto y mostrando paso a paso los procesos de
solucion.

ii Organizacion de los apuntes

Los apuntes se han organizado de la siguiente forma:

Se abordan los temas del programa de estudio en los cuales se dividen en 4
unidades tematicas.

La primera unidad se denomina Aplicaciones de la derivada y se inicia con razones
de cambio relacionadas, se continda con aplicaciones de la diferencial de una
funcién, para determinar los errores en mediciones. El tercer tema es la
determinacién de puntos criticos, como los intervalos de crecimiento y concavidad
de una funcién, empleando los criterios de la primera y segunda derivada. Se
termina la primera unidad tematica con la resolucion de problemas de
optimizacion.

La segunda unidad se denomina Aplicaciones del Calculo Integral, de tal forma
que se inicia con la determinacion del area entre curvas, para pasar a la obtencion
de volumenes de sélidos de revolucién, mediante diferentes técnicas. Se concluye
esta segunda unidad con el tema de longitud de arco.

La forma en como se presenta el contenido de los apuntes se describe enseguida:
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Primeramente, se muestra una parte tedrica de cada tema, seguido se presentan
ejemplos tanto de ejercicios como de problemas en contexto, mostrando paso a paso
el proceso de solucion.

Hay una segunda secciéon que se titula “Ejercicios como apoyo en la clase”, en la
cual se presentan mas ejercicios y problemas resueltos paso a paso, para que el
profesor que imparta la materia tenga una variedad de problemas que abordar en
clase.

En la tercera seccion se tienen ejercicios y problemas para que sean resueltos por
los estudiantes y en la ultima seccién se presenta un examen de opciéon multiple
de cada unidad tematica.
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UNIDAD 1
APLICACIONES DE LA DERIVADA

1.1 Razones de cambio relacionadas

Al definir la derivada de una funciéon y = f(x) en un punto fijo x,, se explicité en
el curso previo de Calculo, que:

[t W)= fGo) | f) = fGro) _ By

h x-Xo X — Xp Ax—0 Ax

f'(x0) = }11_1)13

Donde Ay = f(x) — f(xg) = f(xg + h) — f(xy), y Ax = x —xy = h, son los
incrementos de las variables y y x, respectivamente.

Refiriéndonos a estos incrementos podemos decir que:

e El incremento Ay = f(x) — f(xy) = f(xg + h) — f(xy) muestra el cambio que
tiene la variable y.

e Kl incremento Ax = x — x, = h muestra el cambio que tiene la variable x.
De esto se desprende la definicion.

Ay _ F(x)=f(x0) _ f(xo+h)—f(x0)
Ax

, es una razon de cambio
X—Xg h

Definicién 1.1.1 El cociente

que muestra la razon entre el cambio que tiene la variable y y el cambio que tiene
la variable x.

Es decir, es una razén que compara el cambio de la variable y con respecto al
cambio de la variable x. O en otras palabras, es una razén que mide el cambio
promedio de la variable y, a lo largo del intervalo limitado por x4 y x, + Ax.

i e e A .. , . .
Ahora bien, al escribir Allm ﬁ nos estamos refiriendo a la razén de cambio promedio
x—0

de la variable y cuando se consideran cambios cada vez mas pequefnos en la
variable x.Podemos decir que con este limite se busca una razéon de cambio
instantanea de la variable y con respecto a la variable x. Es decir:

Definicién 1.1.2 Cuando hacemos que la longitud (|Ax|) del intervalo limitado por
Xo Y X9 + Ax tienda a cero, “la razén de cambio promedio de y” se convierte en “la
razon de cambio instantanea de y”, con respecto a x.

7
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En el caso particular en que la variable independiente es el tiempo t, es usual
referirse a la derivada como una velocidad de cambio, en lugar de decir razén de
cambio instantanea con respecto a t. Por ejemplo:

: . , . . . d
e Six = 0@(t) es la posiciéon de un moévil en el instante de tiempo t, entonces ﬁ =

@'(t) es la velocidad de cambio de la posicion x = @(t) en el instante de tiempo
t, que es la velocidad instantanea del moévil.

o Siv=g(t)eslavelocidad de un movil en el instante de tiempo t, entonces % =

g'(t) esla velocidad de cambio de la velocidad v = g(t) en el instante de tiempo
t, que es la aceleracion instantanea del moévil.

Supongamos ahora que, en el contexto de un problema, se tiene una funcién de la
que queremos medir y obtener su razén de cambio (su derivada). Es muy probable
que dicha funcion se encuentre relacionada con otras funciones cuyas derivadas
(razones de cambio) se conozcan. La estrategia en este caso consiste en determinar
una relacion matematica en donde se relacionen las funciones que aparezcan en el
contexto del problema.

Posteriormente se deriva la expresion matematica mencionada y se obtiene una
relacién de funciones y razones de cambio (las que se conocen con las que no se
conocen).

Por ultimo se despeja la razén de cambio deseada que estara en términos de las
otras razones de cambio.

Se dice entonces que se tiene un problema de razones de cambio relacionadas.

En este tipo de problemas es de vital importancia tener muy claro ;Qué es lo que
se pide en el problema? Asi como, /Qué es lo que se sabe en el problema? Teniendo
claro lo que se pide y lo que se sabe, procedemos a matematizar el problema.

Ejemplo 1.1.1 Rapidez de crecimiento del area de un circulo

Al arrojar una piedra a un estanque de agua tranquila se forman ondas circulares
concéntricas cuyos radios aumentan de longitud al paso del tiempo. Cuando la
onda exterior tiene un radio de 3m, este aumenta a una rapidez (velocidad) de 50
cm/s. (A qué rapidez (velocidad) aumenta el area del circulo formado por dicha
onda?
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Proceso de solucién

Elaborar un dibujo colocando los datos del problema (figura 1.1).

Figura 1.1 Circulo de radio 3m
Datos
El drea del circulo es A = mrr?.
La razén de cambio de A con respecto al tiempo t se obtiene derivando ambos
miembros con respecto al tiempo: a4 _ % m‘z(t)) = 2 r(t) (%)

dt

En el caso particular en que r(t) =3my % = 0.5 %1

Operaciones
i _, (t)(dr> =21 (3 )(osm)—s ™ 4248 ™
dt—Tl.'T dt—ﬂm.s—ﬂs~. S
Resultado

En el instante en que el radio es de 3m, /éste tiene un cambio de 0.5 m/s y el area
tiene un cambio de 3m m?/s

Ejemplo 1.1.2 Velocidad con la que se separan dos barcos

Dos barcos salen simultaneamente de un puerto; uno viaja hacia el sur a una
velocidad de 30 km/h y el otro hacia el este a una velocidad de 40 km/h. Después
de 2h ;Cual es la velocidad de separacion de los 2 barcos?

Proceso de solucién

Se elaboran graficos colocando los datos en ellos. Como se aprecia en la figura 1.2.

9
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x(2) = 80 km
I

Puerto

Al . T P E

Puerto r

¥(2) = 60 km v

Una hora después

L
|
|
|
|
|
|

y(1)

A
1

V4 =30 km/h

t horas después

Figura 1.2 Representacion grafica de los barcos.

Datos

S1 x(t) es la distancia recorrida en t horas por el barco B que se desplaza hacia el
este, entonces:

km
x(t) =vg - t= 407 -t(h) =40t km

Y si y(t) es la distancia recorrida en t horas por el barco A que se desplaza hacia
el sur, entonces:

km
yt)=v, -t = 307 -t(h) =30t km

Donde x(t) y z(t) dependen del tiempo t
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Operaciones

Derivando implicitamente con respecto a t se obtiene:

o (2) =202

De donde, para cualquier instante t, mientras x>0:

En el instante t, en x(t,) = 4 m se tiene que

2(t,)%2 =x(t,)2+33=4249=25 = z(to) =5m

Y debido a que % = —0.8% obtenemos que, en ese instante t,:
dx z(t,) (dz 5 dx m

— = —)=2-(-08)=-1=—=-1—

dt  x(t,) (dt) 4 ( ) dt s

Respuesta

El signo negativo del resultado indica que la distancia x de la lancha al muelle
disminuye o decrece a razén de 1 m/s.

Ejemplo 1.1.3 La escalera

Una escalera de 10 pies de largo esta apoyada contra un muro vertical. Si la parte
inferior de la escalera se desliza alejandose de la pared en una proporcién de 1
pie/s. {Qué tan rapido la parte superior de la escalera resbala hacia abajo por la
pared cuando la parte inferior de la escalera esta a 6 pies del muro?

Proceso de solucién

Primero dibuje un esquema y ponga los datos como se muestra en la figura 1.3.
Sea x pies la distancia desde la parte inferior de la escalera al muro y y pies la
distancia desde la parte superior de la escalera al piso. Observe que x y y son
funciones del tiempo t (tiempo que se mide en segundos).

11
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muro |

piso
.'\__

"

in
—_ - 1
r

Figura 1.3 Datos en la representaciéon Figura 1.4 Segunda representacion iconica
icénica del problema

Foérmulas y operaciones
dx ie . . d . , .
Se sabe que == 1 pT y se pide determinar d—jt/ cuando x = 6 pies (véase figura 1.4).

En este problema, la relacién entre x y y la define el teorema de Pitagoras
x%+y? =100
Al derivar con respecto a t ambos miembros aplicando la regla de la cadena

2042y o
x Yar -

dt 0

Y al resolver esta ecuacion para determinar la relaciéon deseada

dy  xdx

dt  ydt
Cuando x = 6, el teorema de Pitagoras da y = 8 y al sustituir estos valores y % =
1, llega a

dy 6 3 pies
ac- s W=

El hecho de que % sea negativa quiere decir que la distancia desde la parte

. <, 3 pies
superior de la escalera al suelo decrece una proporcion de ZPT'

Respuesta

La parte superior de la escalera se resbala hacia debajo de la pared una proporcién
de 3BX5,
4 s
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Ejemplo 1.1.4. Depoésito de agua

Un depédsito para agua tiene la forma de un cono circular invertido, el radio de la
base es de 2 m, y la altura es de 4 m. Si el agua se bombea hacia el dep6sito a una
razon de 2 m3/min, determine la rapidez a la cual el nivel del agua sube cuando el
agua tiene 3 m. de profundidad.

Proceso de solucién

Primero elabore un diagrama del cono y anote la informacion como en la figura
1.5. Sean V,r y h el volumen del agua, el radio de la superficie circular y la altura
en el tiempo t, donde t se mide en minutos.

-~
N\~
I
\

Y

[rof

\R\L /jl
|
|

——

|— ____
| /
—
E—=
. {_,
|
|
|

Figura 1.5 Representacion iconica del problema

Datos

3
Se sabe que 2—: =2 % y se pide determinar % cuando h es 3 m. Las cantidades V' y

h se relacionan mediante la ecuacién
V ==nr?h

Operaciones y relaciones

Pero es muy 1util expresar V sélo en funcién de h. Con objeto de eliminar r, recurra
a los trangulos semejantes en la figura 3 para escribir
2 h

:Z r:i

s =

Y la expresion para V se vuelve

=l (h)zh— T ps
—3"2) "T12

Ahora puede derivar con respecto a t cada miembro:

13
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v _m ,dh
dt 4 dt
De modo que
dh 4 dv
dt  mh? dt

3
Al sustituirh=3my 2—‘: =2 % obtiene

dh 4 8
—_— %2 = —
dt mw(3)? om
El nivel del agua sube a razon de 2 ~028 2.
o min

Respuesta

La rapidez a la cual el nivel del agua sube cuando el agua tiene 3 m. de profundidad
3
es de 0.2829 ~—

L

Ejemplo 1.1.5 Dos automoéviles

millas
h

El automévil A se dirije hacia el oeste a 50 y el vehiculo B viaja hacia el norte

millas

a 60
h

rapidez se aproximan los vehiculo entre si cuando el autmovil A esta a 0.3 millas y
el vehiculo B est4 a 0.4 millas de la interseccion?

. Ambos se dirigen hacia la interseccion de los dos caminos. /Con qué

Propuesta de solucion
Datos

Dibuje la figura 1.6 donde C es la interseccién de los caminos. En un tiempo dado
t, sea x la distancia entre el automovil Ay C, sea y la distancia desde el automévil
B a C. y sea z la distancia entre los vehiculos, donde x,y y z se miden en millas.

By

Figura 1.6 Representacion icénica del problema
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Férmulas y relaciones

millas d millas
y = =—60
h dt h

. . dz ., .
y y son decrecientes. Se pide calcular — La ecuacion que relaciona x,y y z la

Se tiene que % = —-50 . Las derivadas son negativas porque x

proporciona el teorema de Pitagoras:
72 = x2 + y2

Al derivar ambos lados con respecto a t obtiene

d dt dt
dz_1( dx+ dy)
dt  z\"dt " Vde

Cuando x = 0.3 millas y y = 0.4 millas, el teorema de Pitagoras da z = 0.5 millas,
de modo que

dz 1
millas
~ T

Respuesta

millas
P

Los vehiculos se aproximan entre si a razon de 78

15
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1.2 Diferencial de una funcion

Las ideas detras de las aproximaciones lineales se formulan en ocasiones en la
terminologia y la notaciéon de diferenciales. Si y = f(x), donde f es una funcién
derivable, entonces la diferencial dx es una variable independiente; esto es, dx es
cualquier numero real. La diferencial dy es entonces definida en términos de dx
mediante la ecuacion:

dy = f'(x)dx

Definicion 1.2.1 La diferencial de una funcién es igual al producto de la derivada
de esa funcién por la diferencial de la variable independiente.

Seay = f(x)

dy = f'(x)Ax
Sustituyendo Ax por dx:

dy = f'(x)dx

Al incremento Ax, se le llama diferencial de la variable independiente y se denota
como dx.

Ala funcién £(x) dx, se le llama diferencial de la variable dependiente y, y se denota
como dy.

Ay representa el incremento de la funcién y se escribe:
Ay = f(x + Ax) — f(x)

Y como Ay se aproxima a la diferencial de y se tiene:

flx+Ax) = f(x) + Ay —_—x+Ax) = () + f(x)dx



Elena Fabiola Ruiz Ledesma

1.2.1 Aplicaciones de la diferencial y
determinacion de errores

Al incremento de Ax se le llama diferencial de la variable independientey se denota
como-

Ax = dx

A la funcién f'(x)Ax se le llama diferencial de la variable dependiente y, y se
denota por

dy = f'(x)Ax
Se observa que Ay es diferente de la diferencial de y, pero Ay se aproxima a la dy.
Sea Ay =f(x+Ax)— f(x)
fx+Ax) = f(x) + Ay
pero como Ay = dy
= flx+Ax) =~ f(x) +dy
dy = f'(x)Ax
s flx 4+ Ax) = f(x) + f'(x)dx

La idea es que puede resultar facil calcular un valor f (a) de una funcién, pero dificil
(si no es que imposible) calcular valores cercanos de f. Por tanto, recurrimos a los
valores calculados facilmente de la funcién lineal L cuya grafica es la recta
tangente de f en (a, f(a)). En otras palabras, utilizamos la recta tangente en (a, f
(a)) como una aproximacién a la curva y = f (x) cuando x estd cerca de a. Una
ecuacién para la recta tangente es

y=f@+f(@x-a)

Definicién 1.2.1.1 La aproximacién f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) se conoce con el
nombre de aproximacién lineal o aproximacion de la recta tangente de fen a. A la
funcion lineal cuya grafica es esta recta tangente, es decir, L(x) = f(a) + f'(a)(x +
a), se llama linealizacién de f en a.

Ejemplo 1.2.1.1 ;Para cuales valores de x la aproximacién lineal es exacta con una
diferencia menor que 0.5? ;Qué puede decir de una exactitud con una diferencia
menor que 0.1?

17
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7 x
v 3~ —+—
x )

Solucién: Una exactitud con una diferencia menor que 0.5 significa que las
funciones deben diferir en menos de 0.5:

7 x
|Vx+3—(z+z>| < 0.5

De modo equivalente podria escribir

7 X
vx+3—0.5<Z+Z< VX+3+0.5

Con esto se expresa que la aproximacion lineal debe encontrarse entre las curvas

que se obtienen al desplazar la curva y = vx + 3 hacia arriba y hacia abajo en una

cantidad de 0.5. En la figura 1.7 semuestra la recta tangente y =¥ que

interseca la curva superior y = vx + 3+ 0.5 en P y en Q. Al hacer un acercamiento
y usar el cursor, estima que la coordenada x de P se aproxima a —2.66 y la
coordenada x de Q es mas o menos 8.66. Por eso, con base en la grafica, la
aproximacion

X

e SO
XTo¥3Tg

es exacta con una diferencia menor que 0.5, cuando —2.6 < x < 8.6. (Se ha
redondeado para quedar dentro del margen de seguridad.)

De manera analoga, en la figura 1.8 la aproximacién es exacta con una diferencia
menor que 0.1 cuando —1.1 < x < 3.9.

Figura 1.7 Representacion de la Figura 1.8 Representacion de Ila
aproximacion aproximacion
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S1 x denota el valor medido de una variable, x + Ax representa el valor real,
entonces Ax denota el error de mediciéon. De esta manera, si el valor medido de x
se utiliza en el calculo de alguna otra magnitud f(x), entonces la diferencia que
hay entre f(x + Ax) y f(x) se le conoce como error propagado.

EP = valor real — valor aproximado

Sin embargo, en la practica empleamos el error relativo:

ER = —2+ _ ER=%
— %

Valor real
Ejemplo 1.2.1.2

En los incisos a, b y ¢, utilice el concepto de diferencial de una funcién para
aproximar los valores de las operaciones solicitadas en cada inciso:

a) V25.4
y=f@) =d— 0=
Six=25; Ax =04

= 1
25.4=/25 + i

1 1 /4 4
V25+0'4~5+ﬁ(0'4) ~5+E(E)~ 5+m—5.04

b) (2.001)
f(x) = x°
f'(x) = 5x*

Six=2; Ax =0.001

(2.001)° = f(x + Ax) = x> + 5x*dx
=32+ 0.08

= 32.08

2
¢) (8.06)3
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2
fx) =x3
-1
fle) =2x%
Six=8; Ax =0.6

2 1
Flx +Ax) = x3 + §x3‘5dx =4+02 =4.2

Ejemplos de problemas en contexto
Ejemplo 1.2.1.3 El cubo

La medida efectuada del lado de un cubo es de 30 cm con un error posible de £0.02
cm.

a) ;/Cuél es el error maximo posible aproximado del volumen del cubo?

Datos Uso de féormula y operaciones
flx+Ax) = f(x) + f'(x)dx

Fx) =3 (30)3 + 3(30)2(0.02) = 27054

F(x) = 3x2 (30)3 + 3(30)2(—0.02) = 26946

EP = valor real — valor aproximado
x =30 EP = 27000 — 27054 = 154
Ax = +0.02
Respuesta
a) El error maximo en la medicién del volumen es de +54 ¢cm?
b) ,Cudl es el error relativo?

Al emplear la formula y sustituir los valores se obtiene:

2
ER = __EP ER = 3xdx _ 3dx _ 3(0.02) _ 0.002

" Valor real x3 x 30

El error relativo es de 0.002
¢) ;Cual es el porcentaje de error?
Ep = (0.002)(100) = 0.2%

El error porcentual es del 2%
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Ejemplo 1.2.1.4 La esfera

Se midié el radio de una esfera y se encontré que es de 21 cm, con un posible error
en la medida de 0.05 cm.

a) (Cudl es el error maximo en el volumen, al usar este valor del radio?

Datos Férmula y operaciones
r=21cm V= gnr?’ V= gn(21)3 = 38792.38
4
Ar = 0.05 §T[(21)3 + 4m(21)%(0.05) = 39069.47

dv = 4mr?dr EP =39069.47 — 38792.38 = 207.09

Respuesta. El error maximo en el volumen de la esfera es de 207 cm3

b) (Cudl es el error relativo?

Utilizando la formula y sustituyendo los valores se tiene:

EP _ 4mr?dr _ 3dr _ 3(0.05) _
ER = %ﬂﬁ =—=— = 0.007

ER =

" Valor real

Respuesta. El error relativo es de 0.007
c) (Cuél es el error porcentual?
Ep = (0.007)(100) = 0.7%

Respuesta. El porcentaje de error es 0.7%
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Ejemplo 1.2.5 Tapa circular

El radio de la tapa circular de un pozo de alcantarilla es de 40 cm, con un error en
la medicién de 0.15 cm.

a) Utilizando diferenciales, estime el error en el cilculo del 4rea de la tapa.
r=40cm A = mr? dA = 2nrdr
dr =0.15cm dA = 2m(40)(0.15) = 37.69 = 127

b) Calcule el error relativo y porcentual.

ER = EP ER=12_TI:= 12m

Valor real nr2  r(40)2

Ep = (0.0075)(100) = 0.75%

= 0.0075
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1.3. Aplicacion de Maximos y mininmos

1.3.1.- Extremos de una funcion

Definicién 1.3.1.1 Los maximos y minimos en una funcién f'son los valores maés
grandes (maximos) o més pequenos (minimos) que toma la funcién, ya sea en una
regién (extremos relativos) o en todo su dominio (extremos absolutos).

Los maximos y minimos también se llaman extremos de la funcién.

|

Maximo !

Minimo

Y

/ \

Figura 1.4 Ubicacién en la grafica del punto maximo Figura 1.5 Ubicacion del
punto minimo

Definicién 1.3.1.2 Los extremos absolutos son los valores de una funcién £ més
grandes (maximos) o més pequefios (minimos) de todo el dominio.

El maximo absoluto de la funcién f es el valor mas grande en todo el dominio.
El minimo absoluto de la funcién fes el valor mas pequeno en todo el dominio.
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Maximo
3 absoluto

Minimo -3

absoluto
4]

Figura 1.6 Grafico Figura 1.7 Grafico

Definicion 1.3.1.3. En términos de sus derivadas, sean f'y f’ derivables en M.
Entonces M es maximo relativo de £si: f'(M)=0 y £ (M)<0

e La funcién ftiene en M un méaximo relativo si AM) es mayor que sus valores
proximos a izquierda y derecha. También se puede decir que M es un maximo
relativo en su entorno si a la izquierda la funcién es creciente y a la
derecha decreciente.

En términos de sus derivadas, sean fy f’ derivables en m. Entonces m es minimo
relativo de f si: f'(m)=0 y £"(m)>0

e La funcién ftiene en m un minimo relativo si Am) es menor que sus valores
proximos a izquierda y derecha. También se puede decir que m es un minimo
relativo en su entorno si a la izquierda la funcién es decreciente y a la derecha
creciente.
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Maximo

Minimo

relative

Figura 1.8 Representacion en las graficas de un minimo relativo y un maximo
relativo

1.3.2. Criterio de la primera derivada

Definicion 1.3.2.1 Se llama criterio de la primera derivada al método
o teorema utilizado frecuentemente en el calculo matematico para determinar
los minimos y maximos relativos que pueden existir en una funcién mediante el
uso de la primera derivada o derivada principal. Donde se observa el cambio de
signo, en un intervalo abierto sefialado que contiene al punto critico c.

Teorema 1.3.2.1 Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] que es
derivable en todo punto del intervalo abierto ]a, b

Sea c en ]a, b[ tal que f'(c) =00 f'(c) no existe

Si f'(x) es positiva para todo x < ¢, y positiva para todo x > ¢ entonces f(c) es
un maximo relativo def (x)

Si f'(x) es negativa para toda x < ¢, y positiva para toda x > c, entonces f(c)
es un minimo relativo de f(x)

Si f'(x) es positiva para todo x < ¢, y positiva para toda x > ¢; o si f'(x) es
negativa para todo x < cy a su vez para todo x > ¢, entonces f(c) no es un valor
maximo ni minimo relativo de f(x)
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f©

fle)

f0l-- fie)

[
N g

L3 I

Figura 1.9 Representacién grafica del teorema .3.2.1

1.3.3. Criterio de la segunda derivada

El criterio o prueba de la segunda derivada es un teorema del calculo matematico
en el que se utiliza la segunda derivada para efectuar una prueba simple
correspondiente a los maximos y minimos relativos. Se basa en el hecho de que si
la grafica de una funcién f es céncava hacia arriba debe de tener un minimo
relativo. De manera similar, si la grafica de una funcion es concava hacia abajo
debe de tener un maximo relativo. La segunda derivada se escribe como la doble
prima de f.
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Teorema 1.3.3.1 Sea f una funcién tal que f'(c) = 0 y cuya segunda derivada existe
en un intervalo abierto que contiene a c.

i. Sif"(c) > 0, entonces f(c) es un minimo relativo (Céncava hacia arriba).
ii. Sif"”(c) <0, entonces f(c) es un maximo relativo. (Céncava hacia abajo).
1. Sif"(c) =0, este criterio no decide y ha de recurrirse al criterio de la primera
derivada.

Definicién 1.3.8.1 La funcién f{x) es céncava hacia arriba cuando las rectas
tangentes a dicha funcién estdn por debajo de la curva. La funcién f{x)es céncava
hacia abajo cuando las rectas tangentes a dicha funciéon estan por arriba de la

curva.

i.  Si f(x)>0 para todo x en un intervalo (a,b), entonces f(x) es céncava hacia
arriaba en tal intervalo.

ii. Sif(x)<Opara todo xen un intervalo (a,b), entonces f{x)es céncava hacia abajo
en tal intervalo.

Figura 1.9. Representacion de la concavidad de una funcién
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Ejemplo 1.3.3.1 Funcién algebraica
Dada f(x) = 2x3 + 3x%2 — 36x determine:

a) Los puntos maximos, minimos y puntos de inflexién

b) Los intervalos en los que la f es creciente, decreciente y concavidad.
¢) Grafique f(x).

Proceso de soluciéon
f(x) = 2x3 + 3x%2 — 36x

e Derivar f(x)
f'(x) = 6x2 +6x — 36
e Jgualar a cero y resolver para x
6x2+6x—36=0 => x*+x—-6=0 => (x+3)(x—-2)=0 -entonces:

e Dividir en intervalos la recta real y determinar si la derivada es positiva o
negativa y si la funcién es positiva o negativa

Intervalos (x + 3) (x—-2) '(x)
(-00,-3) - - +
(-3,2) +

(2,00) + + +

f (-3) =2(-3)%+3(-3)%? - 36(-3) =81
f (2 =22)°+312)%*-36(12) = -44

Respuesta
P f es decreciente en: (-3,2)

f es creciente en : (-00,-3) U
(2,00)

Méximo:(-3,81)
Minimo:(2,-44)

Criterio de la segunda derivada

e Obtener la segunda derivada de f(x)
f'(x) = 6x% + 6x — 36
f'(x)=12x+ 6

e Jgualar a cero y resolver para X
12x + 6 = 0
X =-%

e Dividir en intervalos la recta real y determinar el signo de la segunda derivada
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Intervalos 12x+ 6 7 (x) Concavidad
(-00,-1/2) - - CAB
(-1/2, o) + + CAR

Puntos de inflexion

Intervalos de
f (1/2) =2(-1/2) +3(-1/2)? — 36(-1/2) = concavidad
18.5 (-1/2,18.5) CAR:(-1/2, o)
e Elaborar la grafica de f(x). (Figura 1.10) CAB: (-0,-1/2)

Figura 1.10 representacién grafica de f(x) = 2x3 + 3x% — 36x

Ejemplo 1.3.3.2 Funcién trigonométrica
Dada la funcion g(x) = Senx + Cosx 0 <X < 2w

a) Los puntos maximos, minimos y  puntos de inflexion

b) Los intervalos en los que la f es creciente, decreciente y concavidad.
¢) Grafique f(x).

e Primera Derivada.
g’(x) = Cosx — Senx
Cosx — Senx =0

(V1— Sen?x) —Senx =0

29



Calculo Aplicado

(V1 — Sen?x).2 = Sen?x

e Jgualar a cero y resolver para x
1— Sen?x = Sen’x

1 = 2Sen’x
Sen’x = Y
Senx =\ %

X, = m/4 = 45°
X, = 5m/4 = 135°

Intervalos g’'(x) g(x)

(-0, /4) + Creciente
(m/4, 51/4) - Decreciente
(5m/4,2m) + Creciente

e Determinar los intervalos y cuando la derivada de la funcién es positiva y
cuando es negativa para establecer déonde la funcién es creciente y decreciente

g(m/4) = Cos(m/4) + Sen(m/4) = V2
g(5m/4) = Cos(51/4) + Sen(5m/4) = —V?2

Méximo (1/4, V2)
Minimo (511/4, -V2)
e Segunda derivada
g’ (x) = —Senx - Cosx
e Jgualar a cero y resolver para x
—Senx —Cosx =0
—Senx = Cosx

X, = 3m/4 = 45°



X, = 7m/4 = 135°

e Dividir en intervalos la recta real, y determinar cuando la segunda derivada de
la funcién es positiva y cuando es negativa para establecer la concavidad.
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Intervalos g’(x) g(x)
(-0, 3m/4) CAB
(3m/4, 7u/4) + CAR
(7m/4,2m) CAB
g(m/4) = Cos(3m/4) + Sen(m/4) = 0
g(5n/4) = Cos(7m/4) + Sen(5n/4) = 0
Respuesta
Puntos de inflexién (3m/4, 0) , (71/4, 0)
e Elaborar la grafica de f(x). (Figura 1.11)
Sen X + CoS X I
1.5 —
AN
", d ™,
y; r 1 \x_
“ ;,f' Y
LB Y
/
""L.I"'-I ,-"Ill; 1\I.I"-
| & _-'.‘._' = = -1_;; 1 z \"-._t P 1 g
1'._ _,l" X
1‘-5_ / .5
/ ',
\‘\ i , !
I"x ra -1 A _(;
4 N
=2

Figura 1.11 Representacién grafica de g(x) = Senx + Cosx 0 <X <2m
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Ejemplo 1.3.3.3 funcién algebraica
f(x) =vV3x2-2x+1

e Su derivada es:

Fr0) =
x) =
2V3x2 —2x+ 1
3x—1
'(x) =
f 3x2 —2x+1

e Igualamos a cero la funciéon y resolver x para encontrar los maximos y minimos
3x—1
3x2 -2x+1

=0

3x—1=0

1 ..
x = => Punto critico

Intervalo 3x-1 Concavidad de f(x)
(-0, 1/3) - Decreciente
(1/8, ) + Creciente

e (Calcular 2da derivada

VT —Zx ¥ 1—GBx—1) s —x =1
3x2 —-2x+1

(V3x2%2 — 2x + 1)?
_3@Bx*—-2x+1) - (Bx—1)°
(B3x?2 —2x+1)V3x?2—-2x+1

2
~ (3x% —2x + 1)3/2

f'x) =

3
=203x*—-2x+1)2

e Igualamos a cero

3
2(3x2—-2x+1)z2=0
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(B3x2-2x+1)=0
S1x=1/3

(0)= [50) ~20) +1 =0

Punto minimo (1/3, 0.8164)

Figura 1.12. Representacién grafica de f(x) = vV3x2 —2x+1
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1.4 Optimizacion

Un problema de optimizacién consiste en minimizar o maximizar el valor de una
variable. En otras palabras, se trata de calcular o determinar el valor minimo o el
valor maximo de una funcién de una variable. Se debe tener presente que la
variable que se desea minimizar o maximizar debe ser expresada como funcion de
otra de las variables relacionadas en el problema. En ocasiones es preciso
considerar las restricciones que se tengan en el problema, ya que éstas generan
igualdades entre las variables que permiten la obtenciéon de la funciéon de una
variable que se quiere minimizar o maximizar.

En la resolucién de problemas en que se debe determinar el maximo o el minimo
de una cierta expresion, deben seguirse los siguientes pasos:

e Determinar la magnitud que debe hacerse maxima o minima, y asignarle una
letra.

e Hacer un dibujo cuando sea necesario.

e Asignar una letra a las cantidades mencionadas en el problema y escribir una
ecuacion en la que se establezca lo que se debe hacer maximo o minimo.

o Kstablecer las condiciones auxiliares del problema y formar una ecuacién
(ecuacién auxiliar)

o Expresar la cantidad que debe maximizarse o minimizarse en términos de una
sola variable utilizando para ello la ecuacién auxiliar. Determinar el dominio
de esta funcion.

e Obtener la primera derivada de esta funcién para determinar los valores
criticos.

e Comprobar, utilizando el criterio de la primera derivada o el de la segunda
derivada, si los valores criticos son maximos o minimos.

o Verificar que el valor obtenido cumple las condiciones dadas en el problema

o Responder a la pregunta establecida en el enunciado del problema.

e En algunos problemas hay que utilizar diversas figuras geométricas por lo que
se requiere recordar distintas formulas sobre areas y volimenes:
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Ejemplo 1.4.1 Area méaxima de un rectangulo conocido su perimetro

Un rectangulo tiene 120 m. de perimetro. ;/Cuales son las medidas de los lados del
rectangulo que dan el area maxima?

Proceso de solucién x

Se debe maximizar el area A de un rectangulo: A = x)¥ y

Designemos con "x", "y" las longitudes de los lados del rectangulo. x

Luego. Como el perimetro del rectangulo es 120 m. entonces la ecuacion auxiliar
es: 2x + 2y =120 de donde y =60 — x

Luego, A(x) = x(60 — x) = 60x — x?
Como A'(x)=60—2x y A(x)=0ex=30
entonces x = 30 es un valor critico.

Analicemos si este valor es maximo o minimo utilizando el criterio de la segunda
derivada.

Como A"(x)=—-2x vy, A”(30)=-2(30)=—60<0
Entonces x = 30 es un valor maximo. Siy =30 ,

Por lo que un cuadrado de lado 30 es el rectangulo de mayor area y perimetro
120m.

Ejemplo 1.4.2 Juego de ntimeros

Determinar dos nimeros no negativos cuya suma sea 10 y cuyo producto tenga el
mayor valor posible.

Solucidn:

Se debe de maximizar el producto P de dos niimeros positivos. Sean estos nimeros:
X,y

Luego P = xy
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Como la suma de esos numeros es 10, entonces x + y = 10 es la ecuacién auxiliar,
de donde y =10 — x

Entonces: P(z) = 2(10 — ) = 10z — =2

Se debe de determinar el valor de x que hace maxima la funcién s Derivando:
Fiz)=10-2z
Valores criticosP(r) =0 10 -2r=022-5

En se tiene un valor critico que se debe estudiar si es un valor minimo o un
valor maximo.

Como P’(r)=-2 entonces F'r)=-2<0 porloqueen x =5 se tiene un valor

maximo.

Si x =5 entoncesy=10—-5 = 5. Luego, los nimeros positivos cuyo producto es
maximo y cuya suma es 10 son ambos iguales a 5.

Ejemplo 1.4.3. Problema de la construccién de una caja para obtener su maximo
volumen

Se tiene una hoja que mide de ancho 22 cm y de largo 28 cm. Se desea construir
una caja sin tapa. /Cual es el volumen maximo que podemos obtener?

Datos

v=Ax*h

v=Ilxaxh

Férmula y operaciones

f(x) =v(x) = 4x3 — 100x? + 616x
F'(x) = 12x2 — 200x + 616
F'(x) = 12x2 — 200x + 616 = 0
2(6x2 — 100x + 308) = 0
4(3x% — 50x + 154) = 0

a=3 b=-50 c=154

_ —b+Vb2-dac

2a

X



50++/—50%2-4(3)(154)

x= 2(3)
50+V652

X =
6

% = 50+v652 _ — 1252
6

= _ 50-v652 _ — 407

6

v(4.07) = 4(4.07)® — 100(4.07)* +

616(4.07)

v(4.07) = 1120.30cm3

Respuesta El maximo volumen de

la caja es de 1120.30 cm?3
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Ejemplo 1.4.4 Area del rectangulo mas grande inscrito en una semicircunferencia

o

R

BN

A ( ) — —2x%+20r%2—x2

Vr2—x2

—4x2%+2r?

A =T

—4x2%+2r?

N
4x? = 2r?

=0

Encuentre el area del rectangulo
mas grande que puede inscribirse en
una semicircunferencia de radio r.

Férmula y operaciones

X2 + y? =2 y2 =72 — x2

A =2xy y =Vr2 —x?
A=2xVrZ2—x?
A(x)—Zx( \/—)+2\/r2—x2
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Para determinar el area del rectangulo sustituimos:

2r 1 2r?
A:—- —:—:’rz
V2 2 2

Respuesta. El area del rectangulo que puede inscribirse es de r?

Ejemplo 1.4.5 Dimensiones de una lata para minimizar su costo

Se va a fabricar una lata que contenga 1 litro de aceite. Halle las dimensiones que
minimizaran el costo del metal para fabricar la lata.

Sea A la altura del rectangulo y rel radio, el area total es igual a:

At =2mnr?+ 2mnrh
También sabemos que el volumen de la lata es :

vol = mr? h = 1dm3

h = 1000/ (mr?)
Por tanto el area total la podemos expresar solo en términos del radio

At =2nr? + 2nr(1000/(mr?))
At = 2mr? + 2000 /r
Ahora buscamos un punto critico:

dAt/dr = 4mtr — 2000 /r?
4mr — 2000/r? =0

r = 5.41926 cm
El radio mide 5.42 cm
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h = 1000/ (1 (5.41926)2 ) = 10.87 cm
El radio de la base de la lata medira 5.41 cm

La altura medira 10.87 cm
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1.4.1. EJERCICIOS COMO APOYO
CLASE

Ll

N

(=
>

BLIL

Problemas de reazones de cambio
relacionadas

1.- El largo de un rectangulo se incrementa a razén de 8 cm /s y el ancho en 3 cm/s.
Cuando la longitud es de 20 y el ancho es de 10 cm (Qué tan rapido se incrementé
el are del rectangulo?

db o cm A = bh

dt " s da_ dn  db 3 cmfs
dh _cm dt = dt dt 8 em/

—=3— cm/s

dt S dA B B sz

A cm === 20(3) +10(8) = 140—

dt s

2.- Un avién que vuela horizontalmente a una altitud de 1 milla y a una rapidez
de 500 millas/h pasa directamente sobre una estacién de radar. Calcule la rapidez
a la cual la distancia desde el avién a la estacién se incrementa cuando esta a 2
millas de la estacion.

da )
P 500 millas/h c? =q?+ b2
dc ?millas c?=a*+ 1
dt ~ h de da b
c2=a2+b2 26E=2aa
c=+2% + 12 %:5-% 2
= V5 milas ¢
dc 2
— =—(500)
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3.- Al medio dia un barco A esta a 150 km al oeste del barco B. El barco A navega
hasta el este a 35 km/h y el barco B navega hacia el norte a 25 km/h. ;/Qué tan

rapido cambia la distancia entre los barcos a las 4 PM?

dx _ 3Skm

dt h

dy km
P

x = 35(4) = 140 — 150

= 10km
y =25(4) =100 km

7% =x% 4+ y?

z =+/10%? + 1002

=100.4 km

L

7% = x2 + y2
) dz_2 dx dy ‘
e A T 140 KM 10
dz _x dx 'y dy
dt  z dt =z dt
dz 10 L 100 o
dt ~ 100.4 100.4

km

5.-Un hombre Camina a lo largo de una trayectoria recta a una rapidez de 4 ft/s.
Un faro esta situado sobre el nivel de la tierra a 20 pies de la trayectoria y se
mantiene enfocado hacia el hombre Con que rapidez el faro gira cuando el hombre
esta a 15 ft del punto sobre la trayectoria mas cercana a la fuente de luz?

ag tan® = Zx_O

dt

=15 ft x = 20tan®

dx ft dx , . do

E—‘l-; E—ZOSGC @E
ap 1 , dx
dt 207 *ae
dp 1 5
a5 20608 x(4)
a 1
Jr — 5 CosTx
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Problemas de aplicaciones de
diferencial de una funcion

1) Obtener el valor de V81.6, teniendo en cuenta que:

1
y=f(x) =Vx f(x):m

Con el valor que nos dan de la raiz, sabemos que:
x=81 y Axodx=0.6
Entonces, tenemos que el valor de dicha raiz se da con la siguiente féormula:

fe) +f'(x)

Sustituyendo valores, tenemos que:

1
v81.6 ~ V81 + —dx
2Vx

1
V81 +06~9+ 506

0.6
v81.6 9 +%z 9.033

2) Obtener el valor de V256.17, teniendo en cuenta que:

1
y=f(x) =+x f(x):m

Nuevamente, tenemos que:
x=256 y Ax=0.17
Con base en la formula:
)+ f1(x)

Solo sustituimos valores:

1
V256.17 ~ V256 + —dx
2\/x

la
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1
V256 + 0.17 ~ 16 + 35 (017)

0.17
V256.17 = 16 + ( 18 ) ~ 16.00944

3) Obtener el valor de (5.17)3, teniendo en cuenta que:

y=fl)=x° f'(x) = 3x?
Sabemos que:

x=5 'y Ax=0.17
Tomando en cuenta la férmula:
fO)+ f1(x)
Sustituimos los valores:
(5.17)% = 53 + 3(0.17)? dx
(5 + 0.17)3 ~ 125 + 3(0.0289)(0.6)
(5.17)3 ~ 125 + 0.014739 ~ 125.0147

4) El radio de un reloj de pared es de 15cm con un error de 0.25 cm. Estime el
error de calculo del area del reloj de pared. Calcule el error relativo y el error
porcentual.

6

Anotamos el valor de “r” y “dr”, que es el error que nos dan
r =15cm
dr = 0.25cm

Ya que estamos hablando del area de un reloj, entonces necesitamos la formula del
area de un circulo:

A=mr?
Derivamos la férmula de ambos lados:
dA = 2nrdr
Sustituimos los valores que previamente nos dieron:

dA = 2m(15)(0.25)
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dA = 15n
dA = 47.1213cm
Para obtener el error relativo, tenemos que:

dA
r=—
A

Sustituimos y reducimos la ecuacién:

2nrdr

r =
r2

2dr

o
2(0.25)

T

r =

Asi obtenemos el error relativo:
r =0.333
Y para el error porcentual, solo multiplicamos por 100 y obtenemos:

r=33.3%

5) La medida de una cerca cuadrada es de 52m con un posible error de 2.6m. ;Cual
es el porcentaje aproximado en el calculo del area?

Anotamos los datos que nos dan:
P =52cm dP = 2.6cm
Escribimos la formula del perimetro de un cuadrado:
P =4L
Para obtener el valor de cualquiera de los lados, solo despejamos “L” de la férmula:

L—P L—52 L=13
=7 =3 =

Para obtener el diferencial de uno de los lados, primero derivamos la formula del
perimetro:

P =4L
dP = 4dL

Despejamos dL y sustituimos:
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(u_dp 26
T4 T4
dL = 0.65

Ahora necesitamos calcular el diferencial del area, asi que escribimos la formula

del area de un cuadrado y la derivamos:

A=12 dA = 2LdL

Sustituimos los valores de L y dL :

dA = 2(13)(0.65) dA =16.9

Para el error relativo, sustituimos los valores de la férmula:

_ 169 L=01
~ 169

Y para terminar, calculamos el error porcentual:

L=10%

6) La medida de la circunferencia de un circulo es de 78m con un posible error de

3.6m. Calcular el porcentaje de error en el area.
Anotamos los datos:

P =78cm dP = 3.6cm

Para poder obtener el valor del radio, necesitamos la formula del perimetro de una

circunferencia:

P =2nr

6

Ahora solo despejamos “r” y sustituimos valores:
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78

r=—

_P 2T
r_27'[

39

r=—

El siguiente paso es derivar la férmula del perimetro, obteniendo:

dP = 2ndr
Despejamos dr de la ecuacion y sustituimos para encontrar su valor
p dP
r=—
21 36
_ 10
dr = o
3.6 T
dr = —
4 21
36
r=ogT
dr = 9
r=cm

Ahora necesitamos derivar la formula del area de la circunferencia:

A =mr? dA = 2nrdr
Sustituimos los valores para obtener dA:
dA =2 39. 9
= 27 ( - ) z s
dA = 441.07m
g 102

Para obtener el valor relativo, solo sustituimos los valores de la formula r =—1y
reducimos
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2mrdr

= =)
r 39
2dr
r=—0
r 18
_5m
"7 39
T
187
1957n
r = 0.092

Ahora solo multiplicamos por 100 para el error porcentual y obtenemos que:

r=92%

Obtencion de puntos criticos de una
funcion y determinacion de intervalos
de crecimiento y concavidad

1) Dada la funcién f(x) = x* — 8x? + 3, determine los puntos maximoc y minimos
relativos

f'(x) =4x3 — 16x

4x3 —16x =0

dx(x+2)(x—2)=0

x1=0,x, ==2,x3=2

f"(x) =12x? — 16

£ (-2)=12(-2)2—16 -»32>0 Minimo
7£"(0) =12(0)2— 16 - —16 < 0 Maximo
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£"(2) =12(2)2 — 16 - 32> 0 Minimo
f(0) = (0)*—8(0)>+3=3
f(2)=()*-8(2)2+3=-13
f(=2) =(-2)*-8(-2)?+3=-13
Méximos (-1,-13),(2,-13) Minimo(0,3)

2) Dada la funcién f(x) = e*(2x* + x — 8), determine los puntos méximo y
minimo relativos

f'(x)=e*(2x> +x—8)+e*(4x +1) = e*(2x* + 5x — 7)
e*(2x*+5x—-7)=0

2(x2+5x—z)=0
2 2

(x—1)(x+;)=0

7
x1=1,x2=—§

f"(x) =e*(2x% + 9x — 2)
(1) =e*(2(1)%? +9(1) — 2) > 0 Minimo

Fr(-2)= e (2(-3) +9(-3)-2) < o maximo

F(1) =e'(2(1)% +1-8) = —5e

(Y=Y -3-) -

7
Maéximos (-7/2, 13e"2) Minimo (1,-5¢e)

c 7z _x2 . s . ;. .
3) Dada la funcién f(x) = e™* determine los puntos maximo y minimo relativos,
los intervalos de crecimiento, decrecimiento y concavidad

Calculamos derivada:

f'x) = —2xe~*"
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Igualamos a cero la funcién y resolver x para encontrar los maximos y minimos

—2xe ¥ =0

x = 0 =>Punto critico

Intervalo —2xe~**
(-0, 0) Creciente
(0, ) Decreciente
Calcular 2da derivada
F(x) = —2e™*" + 4x2e™**
e (4x2-2)=0
(4x‘2 -2)=0
4
(z-2)=0
4( 1 1) —0
x2 2)
_ 1
x2 2
x2=2 x=/2
Intervalo ( 4 )
— -2
X
(-oo,—\/f) CAB
(—V2,2) CAR
/2, ) CAB
S1x=0
fO)=e"=1
Si x= +/2
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£(0) = eVZ =0.1353
Si x= -2
f(0) =e V2* =738

Punto méaximo (0,1)

Puntos de inflexién (0, 0.1353) (0, 7.38)

N
1

.y, x+1 . s . ;. .
4) Dada la funcién f(x) = — determine los puntos maximos, minimos relativos

asi como los intervalos de crecimiento y concavidad.

Calculamos la derivada:
x—1—-x-1
-1
-2
(x —1)2

f'x) =

flx) =
Buscamos los puntos en los que se anula la derivada

f'(x)#0
Xe R-{1}
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Puesto que la derivada es negativa, la funcién es decreciente en todo su dominio.

Intervalo -2

(x — 1)?
(-0, 1) - Decreciente
(1, ) - Decreciente

fa =

_ y+1

5.g(x)——yz_y+1

oy _ (2 -y+1) - [@Qy-1Dy +1)]
g'x)= 2 -y+1)2

g -y +1)-(2y%+y-1)
g = 2 -y+1)?

qoy _ —YZ-2y+2
& (X)_(yz—y+1)2

-y2-2y+2
O2-y+1?
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-y2—2y+2=0
_ —(24V(=2)°-4(D(2) | 24V4+8 _ 24712
y= 2(-1) T2 T 2

yi=-1-vV3=-2.7 y2=v3-1=0.7

Intervalos gy)=-y2—2y +2
(-0, - 1-+/3)

(-1-v3,V3-1) +

3 -1, ©

d d 2
@(—y2 -2y+2)y?-y+ 1)2—(01—},(3/2 —y+1) (-y?-2y+2)

g = (2 -y +1)2)2

g “(X) — (—23/ - 2)(3/2 -y+ 1)2—(2(y2 -y + 1)(2y—1)(_y2 -2y + 2))

(2 -y +1)?)2

“ _ —2(—y3—3y2+6y+1)
8N ==

-2(-y3-3y2+6y+1) _

r-y+1)3 0

—2(=y3-3y?+6y+1)=0
y?+3y?—6y—1=0
y120.18 yo~ 1.22  y3~-4.41

Ordenadas de los puntos criticos

Bl-1-V3)= (-1 —f/_i)lzif)ltlﬁ) w1001
BV3-1)= (ﬁ—iﬁ_—w;—ll) 12
8(0.18) = (0.18(;)2.1—8()0.-;;) 1138

£(0.22) = (0.22()02'2_2()0;21) —=175
gl-4.41)=— L 543

T (—441)2 —(—441)+1

Minimo

Maximo
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Punto Maximo (V3 — 1, 2.1) Punto Minimo (- 1-+/3,-0.1) Punto de Inflexién
(0.18, 1.38), (1.22, 1.75) y (- 4.41, - 0.13)

6. Determine los puntos maximos y minimos relativos de f(t) = 2cost + sen2t,
[0, 7]

f(x) = -2sent + 2cos2t

-2sent + 2cos2t =0

-2sent + 2[cos?t —sen?t] = 0

-2sent + 2[1 - sen2t — sen2t] = 0

- 2sent + 2 -4 sen?t =0

4 sen?t + 2sent - 2 =0

Sent = x

4x2+2x—-2=0

- 2+,/22-4(4)(-2) _ 2+V36
2(4) T8

X =

Xi= xg=-1

N |-

1 1 1
sent = > t1=sen’! > t1 =cm= 30°

sent = —1 t1=sen! (-1)t1=— %n =270° <« no es valido ya que pasa a %
Intervalos f(x) = -2sent + 2cos2t
(0, %H) + M4
(%H, %)

1y 1 1
1’(51'1) = QCOS(EH) + sen2(gn)

1.\ _3V3
f(gl'[ — T
) = 2.59

Punto Maximo absoluto (%H, %5) 0(0.52, 2 .59)
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Problemas de optimizacion

1) Un ranchero tiene 300 m de malla para cercar dos corrales rectangulares
iguales y contiguos, es decir, que comparten un lado de la cerca. Determinar las
dimensiones de los corrales para que el area cercada sea maxima.

Tenemos que el perimetro y el area de los corrales son, respectivamente:
P=4x+3y =300 y A=2xy
Pero como y = 300 — 4x

2x(300 — 4x)

A(x) = 200x — 232
x)—f— X 3x

Derivando y obteniendo los puntos criticos

Ax)=200——x=0<—x=200<x = 3+ 200 = 7—5 es el punto critico
3 3 16 2
Y como
A'(x) = — ? < 0 entonces se trata de un maximo

_300-150
- 3

. 75
El area maxima ocurre parax =—my y =50 m que son las

dimensiones pedidas
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2.- Un terreno tiene la forma de un rectangulo con dos semicirculos en los
extremos. Si el perimetro del terreno es de 50 m, encontrar las dimensiones del
terreno para que tenga el area maxima.

El area del terreno es:

A =2xy + mx?

El perimetro, P = 50m esta dado por P = 2y + mx, por lo que

50 — 2mx
2y +mx = 50 —>y=T=25— X

S1 sustituimos este valor en la formula del area, la tendremos expresada como
funcion de una variable x:

A'(x) = 2x(25 — mx) + mx? =50x + x2(wr — 2m) = 50x — mx?

Su punto critico se obtiene cuando A’(x). Esto es:

50 25
A,(x) = (SOx—T[xz)’ =50x—-2nx =0 ox=—=—
2m 0w
Como A" (x) = —2m < 0, se trata en efecto de un maximo; ademasy = 25 — n% =0,

es decir, el Area maxima se obtiene cuando el terreno tiene la forma circular

3.- Dos poblados Pa y Pb estan a 2 km y 3 km, respectivamente, de los puntos mas
cercanos A y B sobre una linea de transmision, los cuales estan a 4 km uno del
otro. Si los dos poblados se van a conectar con un cable a un mismo punto de la
linea, /cudl debe ser la ubicacién de dicho punto para utilizar el minimo de cable?
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: /
[ ,.-Jr !
I S |
[ ™ g |

- ! Ilkm
I - h
2k e ! '
12 km - ; i

- I

[ ™ !
| - I |
‘ "4 :
A C B
o L et =i
—_——————— 4bkm——————-— —-

Sea C el punto de conexién ubicado, digamos, a x km del punto A y por supuesto a
4 - x km del punto B. Si1 es la longitud del cable utilizado para conectar Pa y Pb
con C, entonces:

| =P,C+P,C=+x%2+22+,/(4—x)%+32

La funcién a minimizar es:

1(x) = /x2 +4+\/(4—x)2+9=(x2+4)%+[(4—x)2+9]%

Derivando y obteniendo puntos criticos:
1 1 1 _1
I'(x) = E(x2 +4)722x + > [(4—x)24+9]22(4 —x)(—1)

X 4 —x
Vx2+4  J(4-x)?2+9
X 4 —x X 4 —x

— =0- = -
Vx2+4 J(4—-x)2+9 Vx2+4  J(4—-x)2+9

@019 =(4—x)0/x2+4

I'(x) =

I'x)=0-

Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

X2 [,/(4 —x)? + 9] = (4—x)2(x%+4) > x2(4 — %)? + 9x2 = x2(4 — x)% + 4(4 — x)?

%
9x2 = 4(4—x)? > 9x? =4(16 — 8x + x%) —
9x?2 =64 —32x +4x% > 5x?2 +32x—64=0
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Esta ultima ecuacion tiene por soluciones:

_ —32+./322-4(5)(—64) —32++2304 —32+48
x= 2(5) = 10 ~ 7 10

De donde se obtienen dos puntos criticos que son:

—32+48 16 ) —32—48 80
X, = T:E:1'6 asi como xzsz—E=—8

Claramente el valor x2 = - 8 <0 es descartado y sélo consideramos x1 = 1.6.

Ya que

4 4—x
I""(x) = 37 3
2+ 47 [(4—x)?+9]2

Entonces I”(x) > 0 para cada x. En particular I” (1.6) > 0, por lo que 1(x) es minima
cuando x = 1.6 km.

Puesto que 0 < x <4, calculemos los numeros [(0),1(1.6),l(4), la manera de
ejemplo:

1(0)=v/02+4+/(4-02+9=2+V25=2+5=7

1(1.6) = V1.62 + 4+ /(4 — 1.6)2+ 9 = V6.56 + V14.76 = 6.4

I1(4)=vV42+4+/(4-4?+9=+20+3=75

Se ve pues que 1(x) es menor cuando x =1.6 km, siendo la longitud minima del cable
igual a 6.4 km aproximadamente.
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1.4.2 EJERCICIOS PARA RESOLVER POR
PARTE DEL ESTUDIANTE

Instrucciones

A continuacién encontraras una serie de ejercicios y problemas para que resuelvas.
De los problemas 1 al 10 aparecen espacios para que los completes con los valores
correspondientes, de acuerdo con lo solicitado en el problema.

Del problema 11 en adelante aparecen recuadros, los cuales puedes usar para
escribir tus propuestas de solucion.

1) Use la gréafica para determinar los valores maximos y minimos absolutos y
locales de la funcién.

i Maéximo absoluto ( , )
\ Minimo absoluto ( , )
/\ / Maximos locales ( , )y (, )

)T\ Minimos locales ( , ), (, )y (,)

y Dibuje en el espacio en blanco una grafica de una
funcién f que sea continua en [1, 5] y tenga las
propiedades dadas.

e
If
=
-

)

0 1
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2)

N Wk~ U

Maéaximo absoluto ( , )

Minimo absoluto ( , )

Maximo local ( , )y (, )

Minimo local ( , )

a) Trace la grafica de una funcién que tenga un maximo local en 2 y sea derivable

b) Trace la grafica de una funcién que tenga un méximo local en 2 y no sea
derivable en 2

¢) Trace la grafica de una funcién que tenga un méximo local en 2 y no sea continua
en 2
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2) Trace la grafica de la funcién de £y use su boceto para encontrar los valores
maximos y minimos absolutos y locales de Ax) =8 -3x, x>1

Punto maximo absoluto ( , )

Punto minimo ( , )

5) Encuentre los ntimeros criticos de la funcién f(x) = x3 + 3x2 — 24x
fl(x) =

X1 = X9 =

Intervalos Fx) =
(- o0, -)
C,)
C,)

') =
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Ordenadas de los puntos criticos

Punto Maximo ( , ) Punto Minimo ( , ) Punto de Inflexién ( , )

6.- f(x)=x3+e3x

fix) =
X1= X2 =
Intervalos f'(x)
(oo, )
C,)
()
f0=
X1= X2 =

Ordenadas de los puntos criticos

Punto Méaximo ( , ) Punto Minimo ( , ) Punto de Inflexién ( )y ()

7.- Halle los valores maximo y minimo absolutos de £

F(x) = 2x% — 3x2 — 12x +1

8.- Se bombea gas a un globo esférico a razén de 6m3/min. Sila presién se mantiene
constante. /Cual es la velocidad con la que cambia el radio del globo cuando el
diametro mide 120 cm?
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9.- En el siguiente cuadro se muestran los resultados de siete mediciones de
distancia (N=7) recorrida por un carrito de laboratorio:

Medicién Medicién

(x)

N*® cm

1 2.83

2 2.85

3 2,87

4 2,84

5 2,86

6 2.84

Determinar: 7 2,86

a) El valor probable o verdadero (V).
b) Error absoluto, error relativo y error porcentual de la 3° medicién.

9.- Obtener los maximos y minimos de
f(x) =x3 — 3x+ 2

10.- Un avién que vuela horizontalmente a una altitud de 1milla y a una rapidez
de 500millas/hora pasa directamente sobre una estaciéon de radar. Calcule la
rapidez a la cual la distancia desde el avion a la estaciéon se incrementa cuando
esta a 2millas de la estacion.

11.- Un tanque cilindrico con 5m de diametro se esta llenando con agua a razon de
3cm3. /Qué tan rapido se incrementa la altura de agua?
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12.- La medicion efectuada del lado de un cuadrado fue de 10cm, con un error

posible de +3cm. Utilice diferenciales para evaluar una aproximaciéon al error
el area.

maximo en

13.- Se midi6 el radio de una esfera y se encontré que es de 21cm, con un posible
error en la mediciéon de cuando mucho 0.05cm. ;Cual es el error maximo del

volumen de la esfera y el error relativo?
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14.- La circunferencia de una esfera se midi6 en 84cm con un posible error de
0.5cm-:
Use diferenciales para estimar el error maximo en el area superficial calculada y

determine el error relativo.

a) Use diferenciales para estimar el error maximo en el volumen calculado y diga
cual es el error relativo.
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15.- Encontrar los maximos y minimos, dada la siguiente funcién:
flx) =x3 — 6x2 + 9x

16.- Encontrar los maximos y minimos, intervalos de crecimiento, decrecimiento y
concavidad, dada la siguiente funcién- Ax) =10 + 12x— 3x2 — 2x3

17.-De una pieza cuadrada de hojalata de lado a, se desea construir una caja
abierta por arriba del mayor volumen posible, cortando de las esquinas cuadradas
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iguales y doblando hacia arriba la hojalata para formar los lados. /Cual debe ser
la longitud del lado de los cuadrados cortados?

18.- Encontrar los maximos, minimos, intervalos de crecimiento, decrecimiento y
concavidad de la siguiente funcién: Ax) =3 + 4x— 2x2
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4
X2+

19.- Encontrar los maximos y minimos de la siguiente funciéon f(x) =

[e¢}

20.- Encontrar los puntos maximos, minimos, intervalos de crecimiento y
concavidad de la funcién: Ax) = (x — 5)2

21.- Encontrar los puntos maximos y minimos de la funcién: Ax)=x-— 3x3
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22.- Con una cartulina de 8x5 metros se desea construir una caja sin tapa, de
volumen maximo. Hallar las dimensiones de dicha caja.

25.- Un rectangulo estd acotado por los ejes y por la grafica de y=(6-x)/2 ;Qué
longitud debe tener el rectangulo para que su &area sea maxima?
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24.- Se pide calcular el volumen maximo de un paquete rectangular enviado por
correo, que posee una base cuadrada y cuya suma de anchura + altura + longitud
sea 108.
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1.4.3. Examen de opcion multiple

1.- El largo de un rectangulo se incrementa a razén de 8 cm y el ancho a razon de
3 cm . Cuando el largo es 20cm y el ancho es 10 cm, ({qué tan rapido se incrementa
el area del rectangulo?

a) 140 cm/s? b)280 cm?/s  ¢)140 cm?/s  d)50 cm3/s

2.-Se infla un globo esférico y su volumen crece a razén de 100 cm3/(]s.

,Qué tan rapido aumenta el radio del globo cuando el didmetro es de 50 cm?
a)l/25mr  b)0.5 0  d)1

3.- Los lados de un triangulo tienen longitudes de 12 y 15 m. El angulo entre ellos
se incrementa a razon de 2°/min. ;Qué tan rapido se incrementa la longitud del
tercer lado cuando el angulo entre los lados de longitud fija es de 60°?

a) .761 m/min
b) 1.359 m/min
¢) .365 m/min
d) 2.587 m/min

12cm

4.- Un bote se jala hacia un muelle mediante una soga unida a
la proa y que pasa por una polea que se encuentra instalada en el muelle a 1 m
mas arriba que la proa del bote. Si la soga se jala a una rapidez de 1 m/s, ;/qué tan
rapido se aproxima el bote al muelle cuando éste se encuentra a 8 m de éste?
a) Em/s

8

8
b) =m/s

c) 8V65m/s
d) %:_Sm/s
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5.- Suponga que un incendio forestal se propaga en la forma de un circulo cuyo
radio cambia a razén de 1.8 m/min jA qué razon esta creciendo el area de la regién
incendiada cuando el radio alcanza 60 m?

a) Z—': ~ 679m? /min

b) Z—': ~ 900m?/min

dA
c) - ~ 679m*/h

d) i—f ~ 679m? /min

6.- La circunferencia de una esfera se midi6 como 84 cm, con un posible error de
0.5cm.

Use diferenciales para estimar el error maximo en el area superficial calculada.
,Cual es el error relativo?

a) 0.0000000001
b) 0.2

o1

d) 0.0119

7.-Se encontro que la arista de un cubo es 30 cm, con un posible error en la medicién
de 0.1 cm. Utilice diferenciales para estimar el error maximo posible, el error
relativo y el porcentaje de error al calcular a) el volumen del cubo y b) el 4rea
superficial del cubo.

a) V=270cm3,0.01, 1% y A=36cm?, 0.006, .6%
b) A=270cm3, 0.01, 1% y V=36cm?, 0.006, .6%
c) A=2700cm3, 0.1,.1% y V=360cm?, 0.06, 6%
d) A=27cm?3, 0.01, 1% y V=360cm?, 0.006, .6%
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8.- Con base en el ejercicio anterior calcular el porcentaje de error que se tuvo al
medir la arista del cubo

a) 15%
b) 4%
c) 10%
d 1%

9.- Se da el radio de un disco circular como de 24 c¢m, con un error maximo en la
medicion de 0.2 cm.

a) Utilice diferenciales para estimar el error maximo en el area calculada del disco.

b) ;Cudl es el porcentaje de error?
24

a)m=cm
5

b) % cm

32
c)n?cm

d)n% cm

10.- Calcule el error relativo cometido en el calculo del volumen de una esfera de
12.51 mm de diametro, con un posible error posible de 0.01 mm, medido con un
instrumento que aprecia milésimas de centimetro.

a)lmm  b)0.0048mm c¢) 0.50mm d)20cm

11.-Una caja con una base cuadrada, abierta en la parte superior, debe tener un

volumen de 32 000 cm3. Encuentre las dimensiones de la caja que minimicen la
cantidad de material que ha de utilizarse.

a) a<40
b) a>40
c) a<50
d) a> 10
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12.- Una tienda ha estado vendiendo 200 reproductores de discos Blu-ray por
semana a $350 cada uno. Un estudio de mercado indica que por cada $10 de
descuento ofrecido a los compradores, el nimero de unidades vendidas se
incrementara en 20 a la semana. Encuentre la funcién demanda y la funcién
ingreso. /Qué tan grande debe ser el descuento que ofrezca la tienda para
maximizar sus ingresos?

a)100 b)200 ¢)150 d)125

13.- Si se dispone de 1200 ¢m? de material para hacer una caja con una base
cuadrada y sin tapa; encuentre el mayor volumen posible de la caja.

a) 4000 cm3

y b) 2500 cm3

: ¢ 4500 cm?

X d) 3500 cm3

14.- Encuentre las dimensiones de un rectangulo con un perimetro de 100 metros,
cuya area sea tan grande como sea posible.

a) 24 * 26
b) 23 * 27
c) 75/2 *25/2
d) 25*25

15.- Se desea construir una valla alrededor de un campo rectangular, y dividido en
dos parcelas por otra valla paralela a uno de los lados. Si el area del campo es dada,
hallar la razon de los lados para que la longitud total de las vallas sea la minima.

a)2/3 b) 3/2 c) 6/2 d) 5/4
16.- Encuentre los niimeros criticos de la funcién f(x) = 2x3 — 3x% — 36x
a) x=3 y x=2

b) x=0 yx=3

¢ x=10 y x=0

d) x=3 yx=-2

17.- Encuentre los nimeros criticos de la funcién. F(x)= x3+3x2-24x
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a) x=4,y x=-8
b) x=-4, y x=2
c)x=4,y x=2
d)x=6,y x=-5

18.- Un modelo para el precio promedio en EU de una libra de aztcar blanca desde
1993 a 2003 esta dado por la funcién:

A(t) = 0.00003237t5 + 0.0009037t* — 0.008956t + 0.03629t? — 0.4074t + 0.4074

donde t es medido en anos desde agosto de 1993. Estime los tiempos cuando el
azdcar era mas barata y mas cara durante el periodo 1993-2003.

a) Minimo= agosto 1993
Maximo= agosto 2003

b) Minimo= octubre 1998
Maximo= diciembre 1994

¢) Minimo= junio 1994
Maximo= marzo de 1998

d) Minimo= enero 1993

Maximo= diciembre 1993

19.- Encuentre los niimeros criticos de la funcién

f(x)=x5—x3+2

a) Xi= \E Xo=1, Xs=— \E X4=1
b) Xi=0, Xo=1, X3= \E Xy=— \E
o) Xi= \E Xo=- \E X5=0, X4=1
d) Xi=— \E Xo= \E X5=0, X4=0

20.- Grafique la funcién f(x) = 3x* — 16x3 + 18x2 con —1 < x < 4. Y a partir de su
grafica encuentre los maximos y minimos absolutos y locales.

a) Max.A (-1,37) ; Min.A (8,-27) ; Maix.L(1,5) ; Min.L (0,0)
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b) Max.A (1,87) ; Min.A (-3,-27) ; Max.L (1,5) ; Min.L (0,0)
¢) Max.A (1,-37) ; Min.A (3,-27) ; Max.L(-1,5) ; Min.L (0,0)
d) Max.A (-1,77) ; Min.A (-3,27); Méx.L (-1,-5); Min.L(0,5)
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UNIDAD 2
APLICACIONES DE LA INTEGRAL

2.1 Area entre curvas

N

Definicién 2.1.1. Area entre la grafica de una funcién y el eje x

Como primer paso, nos interesa calcular el area comprendida entre la grafica de
una funcién f y el eje x entre x = a y x = b, sabiendo que f es integrable en [a; b].
En primer lugar, consideraremos el caso en que la grafica de f esta por arriba del
eje x. Figura 2.1.

vy = flx)

Figura 2.1 Representacion del area debajo de una curva

Al introducir la nocién de integral vimos que:

Si la funcién f es positiva o cero en el intervalo [a; bl, el drea de la regién
comprendida entre el eje x y la grafica de la funcién f entre los imites a y b es:

= fbf(x) dx
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Ejemplo 2.1.1

Calcular el area de la region comprendida entre el eje x y la grafica de la funcion
f(x) =x*—1entrex =1yx = 3. Figura 2.2.

Figura 2.2 Representacién del area entre la grafica de la funcién y el eje x

Como la funcién f es positiva o cero en el intervalo [1; 3], el 4rea A esta dada por
3
A= f (x?2—1)dx
1

Para calcular la integral, podemos usar la regla de Barrow. Como F(x) = §x3 —x

es una primitiva de f(x) = x? — 1, tenemos que:

3 1 3 1 1 2 20
=== (=) ()= )G =o- () -2
L@ Jdx=3x"=x){1) =3 3 3) 73
El segundo caso que consideramos es cuando la grafica de f esta por debajo del eje
x. Figura 2.3.

¥ = flx]

Figura 2.3 Representacion del area entre la funcion y el eje x.
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Es decir, la funcién f es negativa o cero en el intervalo [a; b].

En esta situacion, la integral definida da el area de la regién comprendida entre el
eje xy la grafica de la funcién f pero con el signo cambiado (es decir, da negativo).
Por lo tanto, para calcular el area, bastara con cambiar el signo de la integral.

Si la funcién f es negativa o cero en el intervalo [a; bl, el drea de la regién
comprendida entre el eje x y la grafica de la funcién f entre los limites a y b es

A= —fbf(x)dx

Ejemplo 2.1.2

Calcular el area de la regién comprendida entre el eje x y la grafica de la funcién
f(x) =—x?>—1lentrex=-2yx=1

En el siguiente gréfico (figura 2.4), aparece sombreada la regién en cuestién:

Figura 2.4. Representacién del area entre la cura y el eje x.

La funcién f toma valores negativos en todo R, con lo cual el area A buscada es

A= _jllz(_xz —1)dx = (%x3 +x)<_12) = (%13 +1)—<%(—2)3 +(—2)> =§+%
=6
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Finalmente, si se quiere calcular el area de la regiéon comprendida entre el grafico
de una funcién f y el eje x = ayx = b en el caso en que f toma valores positivos y
negativos en el intervalo [a; b], se deben estudiar los cambios de signo de la funcién
en el intervalo considerado.

Por ejemplo, para calcular el area de la region sombreada en la figura 2.5

¥ = fix)

o

Figura 2.5. Representacion del area entre la grafica y el eje x

Podemos descomponerla en dos areas que ya sabes calcular: si ¢ es el punto de
interseccién de la grafica de f con el eje x (es decir, el punto del intervalo [a; b]
donde la funcién vale 0), entonces, como se puede ver en el grafico, f(x) <
0 para todo x € [a;c]y f(x) = 0paratodo x € [c;b]. Figura 2.6.

Figura 2.6 Descomposicion en dos areas

Entonces, podemos calcular el area A1 comprendida entre la grafica de f y el eje x
para a < x < c y el area A2 comprendida entre la grafica de f y el eje x para ¢ <
x < b, y obtener el area A como la suma de estas dos areas:
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c b
A=A1+A2=—jf(x)dx+jf(x)dx

Ejemplo 2.1.3

Calcular el area de la regién comprendida entre el eje x y la grafica de la funcién
f(x) = x%? + 2x — 3 entre x="1 y x=2,.

Veamos primero si La grafica de la funcién f(x) = x? + 2x — 3 corta el eje x para
algan valor x € [—1; 2]. Para lo cual se determinan los valores que hacen cero la
funcioém f:

x’+2x—3o©x=16x=-3

De estos dos ceros 1 € [—1;2]y—3A[-1;2], con lo cual solo nos interesa
x=1.Hagamos un grafico aproximado para ver cudl es el area pedida: Figura 2.7.

Figura 2.7. Representacion de las dos areas

Tenemos que f(x) <0 para todo x € [-1;1]y f(x) =0 para todo x € [1;2].
Entonces el area a calcular es

1 2
A=A1+A2=—f (x2+2x—3)dx+f(x2+2x—3)dx
-1 1

Para calcular las integrales definidas en cuestién, usamos la regla de Barrow.

Como una primitiva de f(x) = x2 + 2x — 3 es §x3 + x? — 3x, obtenemos:
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a==((ge+ar-ax) () (G +22-30) ()
= — ((% +1- 3) —~ G -3+ (-2 - 3(—1)>>

+ ((%(2)3 +(2)? _3(2)>— (%+ 1 —3>) — _(_%) +§=§

Definicién 2.1.2 Area entre la grafica de dos funciones

Nos interesa ahora calcular el area de una regién comprendida entre las graficas
de dos funciones integrables f y g.

Consideremos, en primer lugar, la situacion del siguiente grafico:

Figura 2.8. Representacion del area entre dos curvas

Queremos calcular el area comprendida entre los graficos de f y g paraa < x < b.
En este caso, f(x) = g(x)paratodo x € [a;b]

Como puede verse en los graficos siguientes, el area A resulta ser la diferencia
entre 2 areas: el area Al de la regiéon comprendida entre el grafico de fy el eje x
para a < x < b y el area A2 de la regiéon comprendida entre el grafico de g y el eje
xparaa<x<bh
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Figura 2.9 Descomposicién del area comprendida entre dos funciones

Como f y g toman valores positivos en [a; b, entonces

b b
4y = f fGOdx y Ay = f 9()dx

Y, por lo tanto, el area A buscada es

b b b
A=Ay — Ay = f FG)dx — j g()dx = j (F () — g(0))dx

Si las funciones f y g cumplen que f(x) = g(x)para todo x € [a; b], el area de la
region comprendida entre los graficos de fy g paraa < x < b es

b
1= 0 - geax

Si bien anteriormente consideramos el caso que fy g son funciones no negativas
en el intervalo [a; b, 1a férmula anterior vale siempre que fy g cumplan que f(x) >
g(x), aunque tomen valores negativos. Para ver esto, consideramos la grafica de la
figura 2.10.

Figura 2.10. Representacion del area
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En este caso, ambas funciones f y g toman valores positivos y negativos en el
intervalo [a; b].

Observemos que el drea de la regién no cambia si la trasladamos (manteniendo su
forma y dimensiones). Como la regién es acotada, haciendo una traslacién en
sentido vertical, podemos conseguir que toda la region quede por encima del eje x
y, en consecuencia, reducimos al caso ya analizado. Para hacer esta traslacion,
basta sumarles la misma constante K, suficientemente grande, afy a g, de manera
que g(x) + K = 0 para todo x € [a; b] y entonces, f(x) + K = g(x) + K = 0 para toda
x € [a; b]. Graficamente. (Figura 2.11).

= flx]+ K
-

Figura 2.11 Representacion de las areas entre dos funciones y la traslacion de ellas

Asi, el area de la regién es

b b
A=faﬂm+m—wwnwmu=jvwwmwwx

En resumen Si bien la integral tiene varias aplicaciones una de las mas comunes
es su uso para encontrar areas entre curvas o entre funciones. Para esto nos
basaremos en la férmula:

b
A= [ 1760 - gwax

si a la hora de graficar nuestras funciones nos conviene usar rectangulos verticales
0 en caso contrario, es decir si usamos rectangulos horizontales usaremos la
formula:

b
A= 1r0) - goay
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Ejemplo 2.1.4

Calcular el 4rea de la regién encerrada entre las graficas de f(x) = 3x%—
2y glx)y=2x—-1

En primer lugar, hagamos una grafica aproximada de la regién cuya area
queremos calcular. Figura 2.12.

y = flx)

¥=glx

Figura 2.12 Representacion del area entre la recta y la parabola

La region esta limitada por los valores de x correspondientes a los dos puntos en
los que se intersectan los graficos de f'y g; es decir, los valores de x para los cuales

f) =g@®.

Calculemos estos valores:

1
f(x)=g(x)<:)3x2—2=2x—1@3x2—2—2x—1=0@x=16x=—§

g , 1
Entonces, los valores de x que delimitan el area son x = — Syx= 1. Como podemos

observar en la figura 2.13, g(x) = f(x) para todo x € [—%; 1].
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Figura 2.13 Representacién del area entre dos funciones

Por lo tanto, el area de la regién encerrada entre los graficosde f y g es
1
A= (0 - Faax
3

1 1
= f (20 —1—(8x* —2))dx = f (=3x% + 2x + Ddx
3 3

1 -5 32
:(—x3+x2+x)<_l>= —<—E>=ﬁ
3

Ejemplo 2.1.5
Encontrar el 4rea comprendida por la funcién f(x) =x+4 y g(x) =x? -2

1. Lo primero que se tiene que hacer es igualar nuestras funciones para ver
donde se interceptan y de esa manera podamos encontrar nuestros
limites para aplicar nuestra férmula.

x+4=x*-2
x2—x—-2-4=0

x2—x—-6=0
x—3)(x+2)=0
X1 =3 Y Xp = —2
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Una vez encontrados nuestros puntos de intercepcion es 100% recomendable
graficar las funciones para saber qué area calcularemos.

25

20

15

107

Figura 2. 14 Rectangulo representativo

Ya tenemos nuestra grafica y como podemos observar nos conviene usar
rectangulos verticales ya que tocan ambas funciones.

2. Ahora si podemos plantar nuestra formula para el area.
b
A= [ 170 - geoax
a

3
A =] [(x +4) — (x* — 2)]dx

-2

3. Finalmente resolvemos la integral y de esa forma se obtiene el area
deseada.

A=f3[(x+4)—(x2—2)]dx= f3(x+4—x2+2)dx
-2

-2

3 x®  x? 3
= —x? 6)dx =[—-—+—=—+6
A f_z(x+x+)x [3+2+x]2

2

27 221 125
a=[3]-[-5]

2 ~76
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Ejemplo 2.1.6

Encontrar el drea comprendida por la funcién f(x) = —x?2+4 y g(x) =x%2—4

1. Igual que en el ejemplo anterior encontramos nuestros puntos de
intercepcion igualando las funciones:
—x2+4=x*-4
—x2—x2+44+4=0
—2x2+8=0
2x2—8=0
x2—4=0
x2=14
x= +V4
— Xy =2y Xp= —2
2. Ahora graficamos.

1r a(-2.0) b{2.0)

-3 -2 -1 o 1 2 3

Figura 2.15 Representacion del rectangulo muestra

Como nos podemos dar cuenta también nos conviene usar rectangulos
verticales ya que de esa manera se tocan ambas funciones.

3. De nueva forma planteamos nuestra integral en base a la formula.

b
A= f [F () — g(0)]dx

A= fz [(—x% +4) — (x? — 4)]dx

4. Finalmente la resolvemos.—2
A= fz [(—x% +4) — (x? — 4)]dx = fz(—sz + 8)dx
B g] ~ [ 327 64

37173173

2 2
A=[—§x3+8x]_2= z
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Ejemplo 2.1.7

2
Encontrar el drea comprendida por la funcién f(x) = 2x —x%? y g(x) = x? en el

intervalode 0 a 1.
1. En este caso ya nos dan los valores de a y b por lo tanto es mas sencillo y nos
ahorramos este paso.
2. Graficamos las dos funciones.

-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 2.16 Rectangulo representativo

De nueva forma nos conviene usar rectangulos verticales.

3. Posteriormente planteamos nuestra integral.

b
4= [ 1@ - gCondx
A= foll(Zx—xz)—(xz—z)ldx = fol<2x—§x2)dx

A=l -10]i= [ o=t
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2.2 Volimenes usando rebanadas

1.- Para secciones transversales de drea A(x) perpendiculares al eje x:

v= ij(x) dx

2.- Para secciones transversales del 4rea A(y) perpendiculares al eje y.

v= fch(y) dy

Ejemplo 2.2.1

Calcular el volumen de la piramide con altura h y base rectangular con
dimensiones b y 2b.

s=lado del
rectangulo

menor

x=altura de la
pirdmide

IZl menor

[

Figura 2.17 Representacion grafica de la piramide usando el plano cartesiano

A=2b-b=2b?

x_3
h~ b
2
h 2b 3 h2
2
<= thzx V _ 1 2b2 5
8 T3
h
| 2p%x® V ==2b%h
n2 3
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La férmula del volumen de la piramide con altura h y base rectangular con
dimensiones b y 2b es:

R L il et e T K ettt St et B e
=,

@g

b

Figura 2.18 Imagen de una piramide rectangular

Ejemplo 2.2.2

Determine el volumen del sélido cuya base es un disco circular de radio r. Las
secciones transversales perpendiculares a la base son cuadradas.

Proceso de solucién

Realizando el analisis grafico del problema tenemos la siguiente figura:

En la que observamos que la mitad del lado de uno de los cuadrados es r cuando
analizamos el cuadrado mayor que pasa por el eje X. Si observamos el cuadrado
menor observamos que su lado mide dos veces el valor de x en esa coordenada.

Por lo que concluimos que el area de la superficie cuadrangular es:

S = (2x)? = 4x?

De modo que esa es nuestra funcion a integrar, en los rangos de 0 a r. Por lo que
la integral queda como sigue:
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— .2
V=4[ x*dx
Ya integrada la funcién tenemos:
. 4x3\r
3]0
Realizando la evaluacion obtenemos finalmente que:
4’

3

Ejemplo 2.2.3

Demostrar que el volumen de una piramide cuadrada de altura h y base con lado
Les V= gBh

Proceso de solucién

Analizando la siguiente imagen tenemos:

—
o]

|
A.

Figura 2.19

Que existen dos piramides, una mas pequena que la original. De la piramide
pequena tomamos una superficie semejante S y realizando la igualdad entre las
dos razones obtenemos:

x s/2

h LJ2

Reduciendo los términos:
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X s
h L

Despejando la superficie s que es la superficie que nos interesa integrar:
xL
s =—
h

Elevamos todo al cuadrado, ya que es el area del cuadrado:

x?L?
s? =
2

Ahora procedemos a integrar el area obtenida en un rango de 0 a h, donde L'y h
son constantes:

thLZ
2
o h

LZ h
1% j x%dx
0

V=

dx

" h?

> 1

V= —-—x3lh

“[nz2 37 |0

Finalmente evaluando:

LZ

h?

L*h
3

1
V=_"-h
3

V=

Ejemplo 2.2.4

Demostrar que el volumen de un cono de altura h y radio maximo r es de

V = Lnr2h
3

Proceso de solucién

Analizando la siguiente imagen tenemos:
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Que existen dos conos, uno mas pequeno que el
original. Del cono pequenio tomamos una superficie
semejante S y realizando igualaciéon de razones
r

i

obtenemos:
X S
h r
Despejando el radio r que es la variable que nos
interesa integrar:
XS
r=—
h

Elevamos todo al cuadrado, ya que es el radio al cuadrado lo que se va a
Iintegrar:

22
P X=S

T'=h2

Ahora procedemos a integrar el area obtenida en un rango de 0 a h, donde

r y h son constantes:
hx2r?m
V= f dx
0

2
w2 (h
V=—j x%dx
h? 0

. ‘m‘zll 3lh

hz 3

Finalmente evaluando:
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2.3 Volumenes de solidos de
revolucion

Un s6lido de revolucién es una figura obtenida como consecuencia de hacer rotar
una region plana alrededor de una recta cualquiera que esté contenida en el mismo
plano. Una superficie de revolucién es la superficie exterior de un sélido de
revolucion, es decir, encierra una porcién de espacio dentro de la misma.

Empleando el calculo integral es posible calcular el volumen de superficies de este
tipo.

Veamos a continuacién algunos métodos para el calculo de volimenes de sélidos
de revolucion

2.3.1 Método de Discos

Este método consiste en hacer rotar la grafica de nuestra funcién sobre algun eje
para obtener un sélido de revoluciéon que pueda modelarse como la suma de discos.
Para obtener el volumen de un disco se multiplica el area del circulo por la altura
de este:

V =mnr?h

En este caso tomaremos el eje x como el eje de rotacion, por lo que el radio del
circulo esta definido por la funcion en x y la altura sera Ax:

V =n[f(x)]?Ax

Por lo tanto:

[o9)

V= lim ) nlf(olax

h=1
Por lo anterior, tendremos dos casos:
a) Siusamos rectangulos verticales:
b
V= J m[f (x)]?dx
a

b) Siusamos rectangulos horizontales:
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b
v = [ rlroray

Disco
Rectingula e representainag
representativo 5

./"

chi:'m planu

RS Eje o
St poy U revolucion

Solido de

Aproximacion
revolucidn

par a discos

[

[ I

[ S—
Ax

Figura 2.19 De izquierda a derecha se muestra el rectangulo representativo, al hacer
girar alrededor del eje x la region plana de dicho rectangulo se determina un disco y
en la ultima figura se muestran varios discos.

Ejemplo 2.3.1.1

Hallar el volumen del solido obtenido al hacer girar alrededor del eje x la region
bajo la curva: y =+/x deOa 1.

y VA
T i /X 3

Figura 2.17 En la imagen izquiera se muestra elrectangulo representativo y en la
imagen derecha el disco representativo y el sélido de revolucién

Y= \’T ]
.‘\._‘
A
|
\-"';

=Y

0

V= njl(ﬁ)zdx
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2
1
— — o3
ST
Ejemplo 2.3.1.2
Seay= —x+1,x=1&x=0. Formular y evaluar la integral que da

volumen del solido formado al girar la regién alrededor del eje x.

1) Lo primero que se tiene que hacer es graficar la funcién, al hacerlo
obtenemos:

3

251

2t

15

1t

05

0

05

T L L L L L
-2 -1.6 -1 0.5 ) 0.5 1 15 2

Figura 2.18 Representacion grafica de las funciones
2) Una vez hayamos graficado, podemos ver mas facil los intervalos de
la funcién, por lo que procedemos a sustituir los datos en la funcién

mas conveniente, como obtuvimos rectangulos verticales,
integraremos respecto a X.

b
sz [f(x)])?dx

1
V= f [—x + 1]%dx
0
3) Procedemos a integrar y evaluar.

1
/4 =f m(x? — 2x + 1)dx
0

el
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Ejemplo 2.3.1.3

Seay = x?,y=0 &y = 4. Formular y evaluar la integral que da el volumen
del sélido formado al girar la regiéon alrededor del eje y.
1) Lo primero que se tiene que hacer es graficar la funcién, al hacerlo
obtenemos:

[}
T

[
T

1F

0
-3 =2 -1 o 1 2 3

Figura 2.19 Representacion grafica de las funciones

2) Una vez graficado, podemos observar rectangulos horizontales, por
lo que integraremos respecto a y, para esto despejaremos x de la
funcién original.

y=x*

7=z
=y

3) Procedemos a sustituir los datos en la funcién.

b
v = [ wlroay
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4
V= j n[\[y)*dy
0
4) Procedemos a integrar y evaluar.
4
v = [ =dy
0

v =ntf] =[]

V= 8mu?

Ejemplo 2.3.1.4

Sean las funciones x = —y*+4y y y=1& y=4 . Formular y evaluar la
integral que da el volumen del solido formado al girar la regién alrededor del
ejey.
1) Lo primero que se tiene que hacer es graficar la funcién, al hacerlo
obtenemos:

4

35

3

25

2

16

1

05

0 /
05 *
= -2 =il 0 1 2 5 4 5 5

Figura 2.20 Representacion grafica de las funciones

2) Sustituimos los datos en la funcién mas conveniente, como obtuvimos
rectangulos horizontales, integraremos respecto a y.

b
v = [ wlroray

4
V= f m[-y® + 4y]*dy
1
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3) Procedemos a integrar y evaluar.

4
V= f n(y* —8y3 + 16y?)dy
1
y5 , . 16y° 4

] 3 3. Iy 3
v =S~ 20yt + 16(34)]—[“5) — 2y + X
[512] [ ]_ %]
v="13gy?

5

Ejemplo 2.3.1.5

Hallar el volumen del tronco de cono engendrado por la rotaciéon alrededor OX del
area limitada pory=6-x,y=0,x=0,x=4

pN

Figura 2.21 Representacion grafica de las funciones y del sélido

V= j 'l (?ldx

4
V=mn| [(6—x)]dx
0

4
36 — 12x + x?dx

V=m

0
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53
V=7T[36x—6x2+?] K

- ., (@) [ 2 (0)3l
= ﬂ{ 36(4) - 6(4) +T_ 36(0) — 6(0) +T }

208,
= 37Tu

2.3.2 Método de Arandelas

Se utiliza este método cuando se trata de calcular el volumen de un sélido de
revolucién con un agujero. Este tipo de sélidos aparecen cuando la region plana
que gira y el eje de revolucién no estan juntos.

1. Si se gira esta regién alrededor del eje x entonces el volumen del solido
resultante es:

b
Vf(x) = f n[Re? — Ri%]dx

Donde:
Re = Radio del disco mayor o el externo — f(x)
Ri = Radio del disco menor o el interno — g(x)

2. Si se gira esta regién alrededor del eje y entonces el volumen del solido
resultante es:

b
Vfly) = f m[Re? — Ri?]dy

Donde:
Re = Radio del disco mayor o el externo — f(x)

Ri = Radio del disco menor o el interno — g(x)
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Stlido de revolucidn

| con agujero

mxl

Regidn plana

Figura 2.22 Método de arandelas para el
calculo de volimenes.

Ejemplo 2.3.2.1

Sean las funciones y=x2 y y=x, determine el volumen del sélido de revolucién que
se forma al girar el area comprendida entre ambas funciones, alrededor del eje X

Proceso de solucién.

Se realiza en el plano cartesiano el trazo de las dos funciones, una vez hecho esto,
giramos las dos funciones alrededor de la funcién dada (en este caso es el eje X),
procedemos a ver silo haremos con rectangulos verticales u horizontales, en donde
aplicaremos alguna de las siguientes formulas segin sea el caso.

1 ) d V:X

Figura 2.23 Representacién grafica de las funciones
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V= fban[(f(x))2 — (g(x))z]dx Si1 son rectangulos verticales

V= fban[(f ())? - (g(y))z]dy Si son rectangulos horizontales

En donde f(x) es el Radio externo y g(x) el radio interno.

Definimos cual de nuestras dos funciones sera el radio externo y cual el radio
interno.

rE=X > T'EZ2=x2

Sustituimos

1
/4 =] m[x? — x*])dx
0

Resolvemos la integral definida.
o [x® %571
v=nlT-%] 18

Evaluamos en los puntos que ambas funciones se tocan dando por resultado

Ejemplo 2.3.2.2

Sean las funciones y=x2 y y=x, determine el volumen de los sélidos de revolucion
que se forman al girar el area comprendida entre ambas funciones, alrededor del
x=1.

Solucion.

Se grafican en el plano cartesiano las dos funciones, una vez hecho esto, giramos
el area comprendida entre la parabola y la recta alrededor de la funcién dada (en
este caso en x=1), procedemos a ver si lo haremos con rectdngulos verticales u
horizontales, en donde aplicaremos alguna de las férmulas ya mencionadas
anteriormente.
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x=1

Figura 2.23 Representacion grafica de las funciones

Para este caso utilizaremos la férmula para rectangulos horizontales.

V= fb T (FO)? - (90)) 1dy

Por lo que procederemos a definir el radio externo y el radio interno pero
esta vez en funcién de y.

=1-Jyint = (=7t = 1-27+y
p=1-y;e°=(01-y)?=1-2y+y?
Procedemos a sustituir en la féormula:
1
V=f n[1—2y+y2—(1—2\/;+y)]dy
0

Reducimos términos:

1
V= f n[-3y + y? + 2,/y]ldy
0

Resolvemos la Integral Definida:

yz y3 4 E
enE

Evaluamos en los puntos que ambas funciones se tocan. Y nuestro

resultado sera:

3 10 4] 1
2 3 t3(2|=gmu

x|
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Ejemplo 2.3.2.3

Sean las funciones y2=x y x=2y, determine el volumen de los sdlidos de
revolucion que se forman al girar el area comprendida entre ambas
funciones, alrededor del eje X.

Solucién

Se trazan en el plano cartesiano las dos funciones, una vez hecho esto,
giramos el area comprendida entre la recta y la parabola alrededor de la
funcién dada (en este caso en el eje x), procedemos a ver si lo haremos con
rectangulos verticales u horizontales, en donde aplicaremos alguna de las
formulas ya mencionadas anteriormente.

Figura 2.24 Representacion grafica de las funciones

Para este caso utilizaremos la formula para rectangulos verticales.

v = [ wl(F @y - (960) ax
b

Por lo que procederemos a definir el radio externo y el radio interno pero esta vez
en funcion de x.

TE:\/E;TEZZX

Sustituimos en la Integral
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Procedemos a resolver la Integral Definida y nos da como resultado:

x* x*l., 8 |
V=m 7 - E | 0o — § Tu
Ejemplo 2.3.2.4
Encontrar la regién acotada por la curva y=x%2+1 ylarecta y=-x+3
que gira alrededor del eje x para generar el sélido.

v=n [ 1F0? - g@Nax
a
Igualamos las funciones y resolvemos la ecuaciéon para conocer los limites de
integracion:
x’+1=-x+3 —> x*4+x-2=0 —> (x+2)x—-1D=0
Limitas de integraciéon: -2 y 1.
Decimos que: g(x) =x*+1 f(x)= —x+3

Partiendo de esto sustituimos los valores para calcular el volumen:

V= nfl [(—x + 3)% — (x2 + 1)?)]dx
-2

1
Vznf [8 — 6x — x% — x*]dx
-2

x3  x°

V=7T[8x—3x2—?—?] 32
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13 15 _23 _25
V=n{8(1)—3(1)2—%—%—[8(—2)—3(—2)2_( 3) ¢ 5) )
117
V=g

2.3.3 Metodo de envolventes
cilindricas o capas

Consideremos la regién plana determinada por la grafica de una funcién f(x), y
las rectas x = a,x = b.

El volumen del solido de revolucién obtenido al girar dicha region alrededor de un
eje vertical x = x, viene dado por:

b
f 2rxf (x)dx

Donde:
x = Radio
f(x) = Altura
dx = Espesor

Si consideramos la regién plana determinada por la grafica de una funciéon f(y), y
las rectas y = a,y = b.

El volumen del solido de revolucién obtenido al girar dicha regién alrededor de un
eje horizontal y = y, viene dado por

b
j 2myf (y)dy

Donde:
y = Radio
f(y) = Altura

dy = Espesor
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Eje de gire
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hix)

Eje de giro

Figura 3. Método de envolventes cilindricas para el calculo de volimenes.

Ejemplo 2.3.3.1

Encontrar el volumen del sélido de revolucién formado al girar la regién acotada
pory =x—x3yelejex (0<x<1)alrededor del eje y.

x—x3=0
x(1-x%)=0
x1=0;x2=1;x3=—1

1
V= ZHJ x(x — x3)dx
-1

1
V= 271] (x? — xY)dx
-1

107

Figura 2.25 Representacion grafica de la
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Ejemplo 2.3.8.2 La regién acotada por la grafica de y = 2x — x? alrededor del eje
y, calcule el volumen del sélido resultante.

2
V= an x(2x — x?)dx Ay
0

2
V= 271[ (2x?% — x3)dx
0

S 2x3 x*
=27 |— — —
3 4
8
V =—-mud
3 Figura 2.26 Representacion grafica de la funcion

Ejemplo 2.3.3.3

Hallar el volumen del sélido de revolucion que se genera al hacer girar sobre el eje
“y” y la region que esta comprendida, en el primer cuadrante, entre la curva

y = —x3 + 4x% — 3x + 1 y la vertical x = 3.

i : == J(x)

¥ = s .
o = :

Figura 2.28 Representacién grafica de la envolvente

3
V= 271_[ x(—x3 + 4x? — 3x + 1)dx

0
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3
V= 27‘[[(—)64 + 4x3 — 3x% + x)dx
0

x° x2]°
V=2n[——5 +x4—x3+—2
0

Ly

=g mu

Ejemplo 2.3.3.4

Encontrar el volumen del sélido de revolucién formado al girar la regién acotada
por la grafica x = e™” y el eje y(0 < y > 1) alrededor del eje x.

Porque el eje de revolucion es horizontal, usar un rectangulo representativo

horizontal, como se muestra en la figura 2.27. La anchura Ay indica que y es la
variable de integracién. La distancia del centro del rectangulo al eje de revolucion
es p(y) =, y la altura del rectangulo es h(y) = e, Porque y va de 0 a 1, el
volumen del sélido es:

d
V= Zﬂf p(Y)h(y)dy

1
= an ye‘yzdy
0

~ Ve aN

Figura. 2.29 Representacion grafica de la funcién
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2.4 Llongitud de arco y area de
supeificie de revolucion

2.4.1 Longitud de arco

Un segmento de curva se dice rectificable si tiene una longitud de arco finita. El
problema de determinar la longitud de una curva es muy antiguo (algunas
contribuciones ya fueron realizadas por los matematicos C. Huygens * (1629-1695)
y J. Gregory (1638-1675)) y no por ello es sencillo. Una condicién suficiente para
que la gréafica de “ una funcién’ f sea rectificable entre los puntos (a, f(a)) y (b, f(b))
es que la derivada fO sea una funcién continua “en [a, b]. Se dice entonces que la
funcién” f es continuamente derivable o de clase C1.

La longitud de arco, también llamada rectificaciéon de una curva es la medida de la
distancia o camino recorrido a lo largo de una curva o dimension lineal.

Si y=f(x) tiene derivada f continua en [a,b], la Longitud de arco de f“entre a y b
esta definida por:

b
S =f 1+ [f'(x)]?dx

a

Asi mismo, para una curva x=g(y) la longitud de arco de g entre c y d est4 definida
por:

d
s=f JI+ g OF dy
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Ejemplo 2.4.1

Halle la longitud del arco de la parabola semictibica y2 x3 entre los puntos (1, 1) y
(4, 8). (Véase la figura 2.30)

Vi

o= T

Figura 2.30 Representacion grafica
Proceso de solucién

Para la mitad superior de la curva se tiene:

y—xz/z Z—;: ;xl/z

y, por tanto, la formula de longitud de arco da

L f 1+<dx)2d f 14 2% d
= e X = —X dax
1 dy 1 4
Si1 sustituimos u= 1 + %x, entonces du = % dx. Cuandox=1,u= 14—3; cuando x = 4,
u = 10.
Por tanto,
10 4 2
= % 13/4\/ﬂdu =5* Eug/z ]12/4
= % [103/2— (1_23)3/2] = %(80@—13 Vi3)

Si una curva tiene la ecuacién x = g(y), c <y <d, y g'(y) es continua, entonces al
intercambiar los papeles de xy yen la formula 2 o en la ecuacién 3, se obtiene la
formula siguiente para su longitud:
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Ejemplo 2.4.2
Encuentre la longitud del arco de la parabola y2= x de (0, 0) a (1, 1).
Proceso de solucion

Puesto que x = y2, se tiene dx/dy = 2y, y la formula 4 da

1’ dx\’ 1
L=] 1+<@> dy=jw/1+4y2 dy
0 0

Hacemos la sustitucién trigonométrica y = 1/2 tan 0, que da dy = 1/2 sec2 0 dO y
V14 4y? dy =V1+ tan?6 = sec 8. Cuando y = 0, por tanto, 6 = 0; Cuando y = 1,
tan 0 = 2, asi que O =tan’! 2 = a, por ejemplo. Asi,

X 1 1 [0 g
L= f secO x —sec’0dO = — j sec3 do
0 2 2 Jy

1
* 5 [secOtan® + In | secO + tan 6 |]g

_ N =

= Z(secoctanoc +In |sec « +tan « |)

(Podriamos haber usado la siguiente formula ) Puesto que tan a = 2, se tiene que
sec2a =1+ tan2a =5, de modo que seca = V5y
V5 N In(v5 + 2)

L=—
2 4

1.414
1.445
1.464
1.472
1.476
1.478
1.479

FA I N e

0

Figura 2.31 Representacion grafica y tabular

Debido a la presencia del signo raiz cuadrada en las formulas 2 y 4, el calculo de
una longitud de arco a menudo conduce a una integral que es muy dificil o incluso
imposible de evaluar de manera explicita. Asi, algunas veces nos tenemos que
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conformar con hallar una aproximacion de la longitud de una curva, como en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.3

a) Plantee una integral para la longitud del arco de la hipérbola xy = 1 del punto
(1, 1) al punto (2, 1/2).

b) Use la regla de Simpson con n = 10 para estimar la longitud de arco.
Proceso de solucion

a) Se tiene

_1 —
y_x dx  x2

y, por tanto, la longitud de arco es

2 [y 2 1 NS
sz 1+(—) dxzf—zdxzf > dx
1 dy 1 X 1 x

b) Por medio de la regla de Simpson cona =1,b=2, n=10, Ax =0.1y fx) =

14+ 1/x*, tenemos

~ A3_x [F(1) + 4f(1.1) + 2f (1.2) + 4f (1.3) + -+ 2f (1.8) + 4 (1.9) + f(2)] ~ 1.1321
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2.4.2 Areas de supeirficie de revolucion

Una superficie de revolucién se forma cuando se hace girar una curva en torno a
una recta. Tal superficie es la frontera lateral de un s6lido de revolucién del tipo
analizado en las secciones previamente.

Se desea definir el area de una superficie de revolucién de tal manera que
corresponda con nuestra intuicién. Si el area de la superficie es A, podemos
imaginar que pintar la superficie requeriria la misma cantidad de pintura que una
region plana con area A.

Comencemos con algunas superficies simples. El area superficial lateral de un
cilindro circular con radio r y altura h se toma como A = 2 nrh porque puede
imaginarse como si se cortara el cilindro para después desenrollarlo (como en la
figura 2.31) para obtener un rectdngulo con dimensiones 2mrh y h.

De igual manera, podemos tomar un cono circular
- con base de radio r y de altura inclinada 1, cortarlo

g a lo largo de la linea discontinua en la figura 2, y
corte m,_il h aplanarlo para formar un sector de un circulo con
|L —r radio 1 y Angulo central 6 = 2nr / 1. Sabemos que,
- en general, el area de un sector de un circulo con
radio l y Angulo 6 es 1/2 128y, por tanto, en este
caso es

2qrr

Figura 2.32

Figura 2.33
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< Por ende, definimos el area de la superficie lateral de un cono
\ como A mrl.

(Qué hay acerca de las superficies de revolucion mas
~ ‘k.\ complicadas? Si se sigue la estrategia que se us6 con la longitud

'\1\ de arco, podemos aproximar la curva original mediante un
3 h\\ poligono. Cuando este se hace girar en torno a un eje, crea una
superficie mas simple cuya area superficial se aproxima al area

Figura 2.34

superficial real. Si se toma un limite, podemos determinar el area superficial
exacta.

Entonces, la superficie de aproximacién consta de varias bandas, cada una
formada al hacer girar un segmento de recta en torno a un eje. Para hallar el area
superficial, cada una de estas bandas puede ser considerada la porciéon de un cono
circular, como se muestra en la figura 2.34. El drea de la banda (o cono truncado)
con una altura inclinada 1 y radios superior e inferior rl y r2, respectivamente, se
encuentra al restar las areas de los dos conos:

A = 7T7”2 (ll + l) - T[T‘1 ll = T[[(rz - 7”1)l1 + 7"2]
Considerando los triangulos semejantes se tiene

L L+1

4] L4

Que da
rlh=nrnli+nrnl obien (r,— r)=rnl
Si1 se sustituye esto en la ecuacion 1, se obtiene
A= n(rl+ nl)
O bien
A = 2mrl
Donde r %(r1 + r2) es el radio promedio de la banda.

Ahora aplicaremos esta formula a nuestra estrategia. Consideremos la superficie
mostrada en la figura 4, que se obtiene al hacer girar la curvay =f (x), a<x <b,
en torno al eje x, donde f es positiva y tiene una derivada continua. A fin de definir
su area superficial, dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos con puntos
extremos x0, x1, . . ., xn e igual ancho Ax, como se hizo para determinar la longitud
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de arco. Siyi = f (x;), entonces el punto Pi(xi, yi) estd sobre la curva. La porcién de
la superficie entre xi-1 y Xi se aproxima al tomar el segmento de recta Pi1 Pi, y
hacerlo girar en torno al eje x. El resultado es una banda con altura inclinada 1 =
| Pi-1 Pi| y radio promedio r = %( yi1 yi) de modo que, por la formula 2, su area
superficial es

. + .
2m % |Pi—1 Pl

Como en la demostracién del teorema tenemos

Py Pl = |14 [f'(x)]? Ax

Donde xi* es algin numero en [xi-1, xil. Cuando Ax es pequeio, tenemos yi = f (xi)
~ f (xi*) y también yi1 = f (xi-1) = f (xi*), puesto que f es continua. Por tanto,

izﬂf(XE‘) /1+ [f" (x)]? Ax

Esta aproximaciéon al parecer mejora cuando n 1 [I y, reconociendo a 3 como una
suma de Riemann, se tiene

n b
lim 2n f(x;) 1+ [f'(x))]? Ax = 2n f(x) |1+ [f'(x))]? dx
3 a0 s00 [ 0r e [[2esi i

Por tanto, en el caso donde f es positiva y tiene una derivada continua, el area
superficial de la superficie obtenida se define al hacer girar la curva y [ f (x), a [
x [1 b, en torno al eje x como

b
S = f 2m f(x) /1+ [f'(x])]? dx

Con la notacién de Leibniz para derivadas, esta formula se convierte en

b dy 2
S = f 2y 1+ (—) dx
a dx

Si la curva se describe como x = g(y), ¢ <y < d, entonces la férmula para el 4rea
superficial se transforma en
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y ambas formulas 5 y 6 pueden resumirse simbdélicamente, utilizando la notacién
para la longitud de arco dada en la seccién anterior, como

S = j 2myds
Para la rotacion en torno al eje y, la formula del arrea superficial se convierte en
S= j 2w x ds

Donde, como antes, puede usarse

ds = 1+<dy>2d bien ds = 1+<dx>2d
s = . X obiends = o y
Estas formulas pueden recordarse si se considera a 2m y o 2m X como la

circunferencia de un circulo trazado por el punto (x, y) sobre la curva cuando se
hace girar en torno al eje x o al eje y, respectivamente (véase la figura 5).

¥ ¥

‘ circunferencia= 2mx

circunferencia = 2y

0 | x

a) Rotacion en torno al eje x: §= [ 2ary ds b) Rotacion respecto al eje y: §= [ 27x ds
Figura 2.35

La curva y =4 — x2,—1 <x <1 es un arco de la circunferencia x2 + y2 = 4,
Encuentre el area de la superficie obtenida al hacer girar este arco en torno al eje
x. (La superficie es una porcién de una esfera de radio 2. Véase la figura 2.36.)

Figura 2.36
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Se tiene
dy 1 2N—1 —X
L = = — - /2 —_ =
7 5 (4— x%) (—2x) g
Y, por tanto, por la formula 5, el area superficial es
s=[2ny 14 () a
=, Ty P X
1 xZ
=27rf\/4—x2 1+4 dx
-1 -

-ﬂm ——

1
=4T[f ldx =4n(2) = 81
-1

El arco de la pardbola y = x2 de (1, 1) a (2, 4) se hace girar en torno al eje y.
Encuentre el area de la superficie resultante.

Utilizando
dy
= x2 — =2
y=x Y Ux X
Se tiene, de la féormula,
S = 27tx ds

2 ’1 d
f X + dx X

2
=27tjx 1+ 4x?% dx
1

Al sustituir u =1 + 4x2, se tiene du = 8x dx. Recuerde que al cambiar los limites de
Integracion, se tiene

5[]
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=%(17\/ﬁ—5x/§)

Utilizando
1

4 dx\*
S = jandx=f2nx 1+<—> dy
1 dy
—an\/_ ’ w/4y+ dy

=%(17\/ﬁ—5x/§)

Se tiene
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2.4.3 Ejercicios como apoyo en clase

AE@@S

En los ejercicios siguientes trazar la regiéon acotada por las graflcas de las

acotada a encontrar.

funciones algebraicas y encontrar el area de la region \
2

y=x’—1,y=—x+2,x=0,x=1
fol(—x2 —x + 3)dx

x3  x?
-3 + 3x,(0,1)

13
u
6

2. y=1/2x34+2,y=x+1,x=0,x =2
3
[ & —x+ Ddx

x*  x2
57 + x, (0,2)

2 u?




3. f(x)=x?—4x, g(x)=0

f:(— x% + 4x) dx

x3
—=+2x%,(0,4)

32
= u?
3

4.- f(x) =x+3, g(x)z%x+3

f010(+ Vx — %x) dx

3

> 2
= —Z,(0,10)
3.92 u?

5.- f(x)=1x—0,x=0,y=2,y=10
10 10
I -()dy

101n|x| , (2,10)
16.09 u?
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6.- f(x) =cosx, g(x)=2—cosx, 0<x <

adc

f02ﬂ(+ 2 — 2cosx )dx

2x — 2sin(x), (0,2m) ‘9

41t u?

7.- f(x) = 2senx, g(x) = tanx, —ngS

wlA

[°x. (tan(x) — 2senx )dx + J§- (2senx — tanx)dx
3

—In|cos(x)| + 2cos(x), (—g, 0) + In|cos(x)| — 2cos(x), (O, g)

2 —2In|2| u?




8.- f(x)=xe‘xz, y=0,0<x<1

fol. (xe™") dx
—~e™,(0,1)

0.316 u?

9.y=x*-1y=—x+2,x=0,x=1

A= fl[(—x2 +2) = (x* = 1D]dx
0

_ 2
A—fo[x x+ 2)]dx

x3  x2 1
A_[—§ —5 +ZX]0
A= 1 + 2
3

7
A =—u?
6u
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Voltmenes

Formular y evaluar la integral que da el volumen del solido formado al girar la
region alrededor del eje x.

l-y=—x+1

Método de discos

V= ﬂfol(—x +11)%dx => 7rf01(x2 —2x + Ddx =>
(5
T ?—x +x)

3
Evaluando =>mn (1? —-1%+ 1) = §U3

Método de discos

Vznff(ﬁ)zdx= n(’;—z)

2 2 15
Evaluando => 1 (4? - 1;) = T"U3
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Método de arandelas

Re = x?> => Re? = x*
Ri = x3 => Ri%* = x°

5
V=nflet—x%)dx => 1 —2)

Evaluando => n(%—%) = z—:Ug’

Formular y evaluar la integral que da el volumen del solido formado al girar la
region alrededor del eje y.

4.-y=x?

Y

Método de discos
2
V=mn f:(ﬁ) dy

2
= n(y—) Evaluando => 8nU?
2

\-_

3

2
5-y:x§:>x:y5
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\/ Método de arandelas

Rl

Re=1=>Re’=1
3
Ri =yz =>Ri? =y3

V=mnf0-y)dy=> n(y- =)

Evaluando => %ﬂ U3

Encontrar el volumen del solido generado por la region acotada por las graficas de
las ecuaciones al girar alrededor de las rectas dadas.

6.-y=+Vx,y=0,x=3

a) el

eje x

Método de Discos

V=n[(W7) = (%) =20

c)

2

elejey

Método de capas

v =2n (3 —x)(x) dx

=2m f03 (Sx% - xg) dx

= Evaluando =>
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c¢) la rectax =3

Método de discos
5

V= nff(yz)z dy => n(ys) Evaluando =

5
3z) .3
> 1r<3>U

10

d) larectax=6

M¢étodo de capas
V=2nf(6-x)(Vx)dx =>
5
1 3 3 >
27 f03(6x5 —x2)dx => 2m(4x2 — 2%2)

5
32

Evaluando => 4n (Z (3%) — ?>

127

T-y=x%, y=4x—x*?

a) el eje X
Método de arandelas

Re = 4x — x?> => Re? = x* — 8x3 + 16x?

Ri = x> => Ri? =x*
2

V=T[f (x* —8x3 + 16x? — x*)dx
0

32

3
V=mn (—Zx4 + %) Evaluando => 2 U3
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b) la recta y = 6

\

Método de arandelas
Re =6 —x? => Re? =x*—12x*>+ 36

Ri =6 —4x + x* => Ri?
= x* —8x3 4+ 28x% — 48x + 36

V=mfl(x* - 12x% + 36 — x* + 8x® — 28x% +
48x — 36)dx

40x3
3

V= nf02(8x3 —40x% +48x)dx => 1 (Zx4 —

24x2) Evaluando => 62—" U3

_|_

Usar el método de las capas para encontrar el volumen del solido generado al girar
la region plana alrededor de la recta dada.

8-Y=x% Y=4x—x?% x=4
Método de capas

V=2n f02(4 —x)(4x —x%? —x¥dx => 2r fOZ(Zx3 -
12x% + 8x2)dx

4
V=2m (x? — 4x* + 8x2) Evaluando => 16mU?

=

Decidir s1 es mas conveniente usar el método de los discos o el método de las capas
para encontrar el volumen del solido de revolucién. Explicar su razonamiento

9.- (y — 2)? = 4 — x Gira alrededor de x
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Para este caso es mejor usar el método de capas
debido que con esto solo se resuelve una integral y
en el caso de usar el método de discos, se debe tomar
en cuenta que, para encontrar el volumen de
revolucion del area roja, debemos hacer 2 integrales.

Usar el método de discos o capas para encontrar el
volumen del solido generado al girar la regién acotada por las graficas de las
ecuaciones alrededor de cada recta dada.

10-Vx+y=va => y=(Va—-vx)' => y=x—2Vavx+a
a) el eje x

Método de discos
V= nfoa(x — 2vavx + a)zdx

3 3
V= nfoa(x2 — 4\/Ex(5) + 6ax — 4az\x + a?)dx

, 15 ©).2
X 8azxz2 8a\2/x2
V=n(5- + 3ax? — a’x)
a31r 3
11 Evaluando => EU
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b) el eje y

Método de discos

V= nfoa(y —2Va,[y + a)zdy

3 3
V= nfoa(yz - 4\/531(5) + 6ay — 4az\[y +
a*)dy

3 Sa% ; 8(1(%) %
V= n(y?—Ty+ 3ay? —Ty+a2y)
a31'l' 3
Evaluando => T U

c)larectax=a

Método de capas
V=2n [ (a—x)(x - 2vavx + a)dx =>
a @2. 22yt 2
2m [ ax — 2a\?)x2 + a® — x* + 2a2x2 —
ax)dx

4a2x2

3 3 , x3
V=2 +a‘x——+
3 3

15
4a2x2 4a3w

3
15U

) Evaluando =>
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Ejercicios para resolver por el
estudiante

Instrucciones

A continuacién encontraras una serie de ejercicios y problemas para que resuelvas,
de los problemas 1 al 10 aparecen recuadros, los cuales puedes usar para escribir
tus propuestas de solucion. Del ejercicio 11 al 24, puedes emplear hojas extra para
escribir tus procesos de solucion.

1) Hallar el 4rea comprendida entre la funcién y=x?2—-6x y y =0

2) Hallar el area de la regién limitada por las graficas de las funciones.

y =x3—3x% + 3x y=x
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3) Hallar el area de la region limitada por las graficas de las funciones.

y=x%-2x, y = —x%+4x

4) Calcular el volumen generado por una semionda de la sinusoide
y = sen X, al girar alrededor del eje OX.
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5) Encuentre el volumen de la regién limitada por y = x? el eje x y la rectax =
5 alrededor del el eje y.

6) Calcular el volumen generado al girar alrededor del eje OX el area limitada
por las graficas de y = 2x —x2, y = —x + 2.
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7) Hallar el area comprendida entre las dos funciones siguientes:
y=x*>—4x+3
y=-x*+2x+3

8) Hallar el drea determinada por la funcién y =3(x3—x)y y=0
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9) Determinar el 4rea comprendida entre las funciones x =4—-y? y x=y-—
2

10) Calcular el 4rea comprendida entre y =secx 'y y=2
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11) Considere el segmento esférico de altura h y radio de la esfera r.
a) Calcula la longitud del arco de la curva que genera el segmento esférico.
b) Calcula el 4rea de la superficie del segmento esférico.

12) Encuentre el area bajo la curva dada en el intervalo definido:
1) y e ex ('3,8)

i) y = x% — 2x* — 8x° (-2,4)

13) Encuentre el area entre las curvas:

i) f(x) = x? g(x):x2+1

14)Represente la regién acotada por las graficas de las ecuaciones, muestre un
rectangulo tipico vertical u horizontal y calcule el area de la regién: y = Vx ;
x =4y.

15). Se disefia un foco ornamental con la forma de una superficie de revolucién
3

1
obtenida al girar alrededor del eje X, la grafica de y =§x5—x5, 0<x<

%, donde x e y se miden en metros. Calcule el area del foco.
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16) Represente la regién acotada por las graficas de las ecuaciones, muestre un
rectangulo tipico vertical u horizontal y calcule el area de la region.

x =4y —y3, x=0

17)Dibuje la regién definida por las curvas dadas. Decida si integra con respecto a
xo0ay. Trace un rectangulo de aproximacion representativo e indique su altura
y su anchura. Luego determine el area de la region.

) T T
y = tanx, y=251nx,—§SxS§

18)Calcule el area de la superficie de revolucién generada a girar la funcién
respecto del eje x, en el intervalo indicado:
3

y = (4 - x§>2, [0,8]

19) La figura muestra una curva C con la propiedad de que cualquier punto P en
la curva de en medio y = 2x? las areas A y B son iguales. Encontrar una
ecuacion para C.

20)El techo de la figura tiene 100 pies de largo, 40 de ancho y sus secciones son
catenarias invertidas de ecuacion:
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X X

y =31-10(e20 + ¢ 20)

Hallar el area en pies cuadrados de este techo.

100 pies

20 pies

21) Hallar el 4rea de la regién en el ler, cuadrante que estd acotada por la
izquierda por el eje y, abajo por la curva x = 2\/;, por arriba a la izquierda por
la curva x = (y — 1)? y por arriba a la derecha por la recta x = 3 —y.

22) Hallar el rea de la regién en el ler cuadrante que esté acotada por la izquierda
por el eje y, por abajo por la recta y = E, por arriba a la izquierda por la curva

y = 1+ +/x y por arriba a la derecha por la curva y = \/%

23) Halla el 4rea de la superficie lateral del cono generado al girar el segmento de
recta y= g, 0 < x < 4, alrededor del eje y.

24)Mostrar que el area de la superficie de un cono circular recto de altura ay radio

de la base b es mbva? + b2.
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Examen muesira
Ejercicio 1

Identificar la region acotada por la grafica de la funcion, y encontrar el area de la
region.

F(x)=cos x, g(x)=2-cos x, 7 0<=x<=21

a) A=12.56666
b) A=8m
c) A=14

Ejercicio 2
Formular la integral que da el area de la region.
Y1=x? —4x + 3

Y2=—x%+2x+3

a) A=f02[(—x2 + 2x 4+ 3) — (x? — 4x + 3)] dx=f02(—2 x% + 9x)dx
b) A=f03[(—x2 +2x +3) — (x? — 4x + 3)] dx=f03(—2 x% + 6x)dx
c) A=f01[(—x2 +2x +3) — (x? — 4x + 3)] dx=f03(— x% + x)dx

iy
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Ejercicio 3

Trazar la regién acotada por las graficas de las funciones algebraicas y encontrar
el drea delaregién. f(x)=x>+2x gx)=x+2

12 2
a)su

b) %uz

9. 2
c) ~u

d) 5u?

Ejercicio 4

Utilizando Regla de los Trapecios, hallar el area de la siguiente figura.

a)200.5 u?
b) 332.6 u?
c) 458.8 u?

d) 166.3 u?

Ejercicio 5
Encontrar el drea de la regién comprendida entre las graficas de f(x) = 3x3 — x% —
10x y g(x) = —x? + 2x.
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Il
=]

Ejercicio 6
Formula y evaliia la integral definida que da el area de la regién entre las curvas
fx)= x*+2x+1
gx)=2x+5

Ejercicio 7
En el siguiente problema el integrando de la integral definida es una diferencia de

dos funciones. dibujar la grafica de cada funciéon y sombrear la regiéon cuya area
estar representada por la integral.

A=[1 (1 —x?) — (x* - 1))dx

Ejercicio 8

Formular y evaluar la integral que da el volumen del solido formado al girar la
region alrededor del eje y.
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Y=x?2
i
} = x
3 4
a) b) c)
B - 2 .
y=x"=x=Jy V=WJ [(4x — x2)2 — x%] dx 2 N
. 1 0 V=m|[(6 -2 = (6 —4x+ ) dx
0
V= WJ (Vo) ay = WJ ydy 2 .
% ] B WJU (16 — 8x%) dx = STTJ (3 = 52 + 6x) dx
$2]4 0
=m5| =87 ‘ 16 2 327 4 S
= Jo =g —x* — Y| =" P E - Y L
T 3 0 3 —874'4 313+3X 0—3

Ejercicio 9

Formular y evaluar la integral que da el volumen del sélido al girar la region
alrededor del eje x.

Y=-x+1

4 4 214 157
V:‘?TJ (\’?}‘dﬁ(:wJ xdx =@ >| ="
1 1 =11 = a)
-1 ) "1 3 1
V=7rJ (—.r+1}-d.r=7rJ K2—2x+D)dr=ml——-x2+x| ==
0 0 3 b)
1 B o x| 27
V=7.-J [(xz)z—(xs]z]dx=7rJ =2 dx=am ——=| ==—
c) 0 0 5 7lo 35
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Ejercicio 10
Evaluar y encontrar el area bajo la region, si ésta gira alrededor del eje x cuando

y =4—x?

4967
a) = ud
15
500
b) —ud
! 35
c) 307 us
121
d) — u?
17
0 1 A

v

Ejercicio 11

Usando método de las capas para formular y evaluar la integral que da el volumen
del solido generado al girar alrededor del ejey. y=1—x
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Ejercicio 12
Encontrar el volumen del sélido formado al girar la region acotada por las graficas
y =+xy y = x? alrededor del eje x, como se muestra en la figura.

02 0 02 04 06 08 1 1

Ejercicio 13
Encontrar el volumen del sélido de revolucién formado al girar la regién acotada

por la graficade x = e y el eje y (0 < y < 1) alrededor del eje x.

1

05

0.2 0 02 04 0.6 08 ) 1

Ejercicio 14
Formular y evaluar la integral que da el volumen del solido al girar la regién
alrededor del eje x

y=+9 —x?
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Ejercicio 15

Encontrar el volumen del sélido generado por la region acotada por las graficas de
las ecuaciones al girar alrededor de la recta y=3

y=6—2x—x2

y=x+6

Ejercicio 16

Usar el método de capas para formular y evaluar la integral que el volumen del
solido generado al girar la region plana alrededor del eje y.

Y=x2, y=0, x =2

a) V=f03 x3dx= 2—4 =13m

b) V=f03 x®dx= 2—4 =8

c) V=2r f03 x3dx= 2—4 =8n

Ejercicio 17

Usar el método de las capas para formular y evaluar la integral que da el volumen
del solido generado al girar la regién plana alrededor del eje y

y=1-x
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Ejercicio 18

Encontrar el volumen de una piramide cuya base triangular esta acotada por las
rectas:y =1 — g, y=-1+ §’ x = 0. Las secciones transversales perpendiculares al
eje y son triangulos equilateros.

2

Ejercicio 19
En la figura se ilustra una recta horizontal y=c que corta la curva y = 8x — 27x3.
Encuentre c tal que las areas de las regiones sean iguales

Ejercicio 20
Calcule los valores de c tales que el area de la region delimitada por las parabolas
y=x2—-C?*yy=C*—x%seabT6
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Respuestas de los primeros 9
problemas

1) Méaximo absoluto (4, 5)

Minimo absoluto (7, 1)

Maximos locales (1, 4) y (6, 4)
Minimos locales (0, 2), (2, 2) y (5,3)

Dibuje una grafica de una funcién £ que sea continua sobre [1, 5] y tenga las
propiedades dadas.

2) Minimo absoluto en 2, maximo absoluto en 3, minimo local en 4.

N W B~ U

/\./. Méximo absoluto (3, 4)
/ Minimo absoluto (2, 0)
/ Maximo local (1, 1) y (5, 3.5)

ﬂ\/ ‘ Minimo local (4, 3)

3) Trace la grafica de una funcién que tenga un maximo local en 2 y sea derivable




4)

Trace la grafica
derivable en 2
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de una funcién que tenga un maximo local en 2 y no sea

5) Trace la grafica de

continua en 2

una funcién que tenga un maximo local en 2 y no sea

6) Trace la grafica de la funcién de £y use su boceto para encontrar los valores
maximos y minimos absolutos y locales de Ax) =8 -3x, x>1

149

Punto méaximo absoluto (1, 5)

Punto minimo (o, - )
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7" 1396
min

8) a) V= 2.85cm
b) Ea=0.02, Er=—0,0035, Ep=0,7%

9) Obtener los maximos y minimos de f(x) = x3 — 3x + 2

Maximo(—1, 4) Minimo(1, 0)
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